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Uvod
Tema ovog diplomskog rada je taxicab geometrija. Ta geometrija jedna je od neeuklid-
skih geometrija, no veoma je bliska euklidskoj te je stoga lagana za razumijevanje, sˇto je
cˇini pogodnom za proucˇavanjem u srednjoj sˇkoli. Mozˇe se promatrati kao metricˇki sustav u
kojem su tocˇke zapravo krizˇanja ulica u zamisˇljenom gradu gdje ulice idu samo vertikalno
i horizontalno te nema jednosmjernih ulica (odatle i naziv taxicab geometrija).
Zamislimo li sada takav grad te zˇelimo pozvati taksi kako bismo dosˇli iz jedne tocˇke u
drugu sˇto je brzˇe moguc´e, prvo moramo izracˇunati udaljenost od jedne do druge tocˇke. Za
to se nec´emo posluzˇiti euklidskom geometrijom, koja racˇuna zracˇnu udaljenost, nego c´emo
koristiti taxicab geometriju. Njome c´emo izracˇunati broj blokova koje moramo prijec´i kako
bismo dosˇli na nasˇe odredisˇte. Formula za udaljenost u taxicab geometriji je d(T1,T2) =
|x2 − x1|+ |y2 − y1|. Taxicab geometrija josˇ je poznata pod nazivima Manhattan geometrija,
L1 geometrija, city block geometrija i pravokutna geometrija.
Taxicab geometrija mozˇe se primijeniti na razne stvarne probleme, a neki od njih
razradeni su u prvom poglavlju. Cilj ovog rada je proucˇiti osnovne geometrijske pojmove
i konstrukcije u taxicab geometriji. Stoga su u drugom poglavlju uredeni osnovni objekti
(krug i kruzˇnica, elipsa, hiperbola i parabola) te su izvedene njihove jednadzˇbe. Usporedeni
su pojmovi najkrac´e spojnice dviju tocˇaka iz euklidske i taxicab geometrije. U trec´em po-
glavlju je malo detaljnije razradena tema spojnice dviju tocˇaka, ali i skup polovisˇnih tocˇaka
dviju tocˇaka. Taj skup u euklidskoj geometriji je zapravo simetrala tih dviju tocˇaka. U taxi-
cab geometriji je ”polovisˇni” skup malo kompliciraniji te ovisi o polozˇaju tih dviju tocˇaka.
Cˇetvrto poglavlje bavi se temom kuta, odnosno njegovom mjerom te dijeljenjem kuta na n
dijelova. Vidjet c´emo da, za razliku od nerjesˇivosti tog problema u euklidskoj geometriji, u
taxicab geometriji ovaj problem ima rjesˇenje. U petom poglavlju bavimo se malo opsˇirnije
konikama. Izvedena je opc´a jednadzˇba za konike, te su konike klasificirane po svojim svoj-
stvima. A na kraju su prikazane i graficˇki. Zadnje poglavlje posvec´eno je uvodenju taxicab
geometrije na nastavu matematike u srednjoj sˇkoli.
1
Poglavlje 1
Povijest i primjene
Pocˇetkom 20. st. Hermann Minkowski1 objavio je cijelu familiju ”metrika”, tj. pri-
mjera prostora u kojima je udaljenost definirana tako da vrijede aksiomi metricˇkog prosto-
ra. Jedna od tih metrika naziva se ”taxicab metrika”. Ona mjeri udaljenost koju vozacˇ tak-
sija mora prijec´i u idealno oblikovanom gradu, sastavljenog od blokova, gdje su sve ulice
u smjeru sjever-jug ili istok-zapad. Tako je nastala taxicab geometrija, cˇiji je naziv prvi
puta upotrijebio Karl Menger 1952. na izlozˇbi geometrija u Muzeju znanosti i industrije u
Chicagu. Nakon toga, taxicab geometrija krenula se razvijati 1975. god. kada je Eugene
Krause objavio knjigu ”Taxicab Geometry: An Adventure in Non-Euclidean Geometry”.
Ta knjiga josˇ i danas sluzˇi za upoznavanje s taxicab geometrijom. Moderna istrazˇivanja
krenula su se sporadicˇno javljati tek 80-tih godina prosˇlog stoljec´a, a kontinuirano nakon
1997. Razvoju te geometrije pridonijeli su Kevin Thompson i Rustem Kaya ([5]), koji su
radili, zasebno, na kutovima i trigonometriji u taxicab geometriji (prema cˇlanku [2]).
Taxicab geometrija je neeuklidska geometrija u sˇirem smislu tog pojma (tj. nije euk-
lidska), ali koja se zapravo i ne razlikuje puno od euklidske. Tocˇke i pravci su isti kao
u euklidskoj, cˇak se i kutovi mogu mjeriti na isti nacˇin. Bitna razlika je formula za uda-
ljenost. U euklidskoj geometriji udaljenost izmedu dviju tocˇaka P = (x1, y1) i Q(x2, y2)
defininirana je kao:
d(P,Q) =
√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2,
dok je u taxicab geometriji definirana kao:
d(P,Q) = |x2 − x1| + |y2 − y1|.
1Roden 1864. u Rusiji. Bio je ucˇitelj mladog Alberta Einsteina.
2
POGLAVLJE 1. POVIJEST I PRIMJENE 3
Kako svaka norma definira udaljenost (metriku), imamo formulu za p-normu:
d(v) =
 n∑
i=1
|vi|p
1/p ,
za v ∈ Rp. Primijetimo, da je euklidska udaljenost zapravo 2-norma, tj.
d(X,Y) =
√
2∑
k=1
|xk − yk|2,
za svaki X,Y ∈ R2, a taxicab udaljenost je 1-norma, tj.
d(X,Y) =
1∑
k=1
|xk − yk|,
za svaki X,Y ∈ R.
Minimalna udaljenost izmedu dvije tocˇke u euklidskoj geometriji duljina je jedinstve-
nog najkrac´eg puta, tj. duzˇine koja spaja te dvije tocˇke. Za razliku od toga, u taxicab
geometriji postoji visˇe puteva od jedne do druge tocˇke, koji su svi jednakih duljina. Uda-
ljenost izmedu dvije tocˇke P i Q duljina je najkrac´eg puta od P do Q, sastavljenog od
duzˇina paralelnih i okomitih na x-os.
Primjerice, odredimo udaljenost izmedu tocˇaka A(2, 3) i B(3, 7):
d(A, B) = |3 − 2| + |7 − 3| = |1| + |4| = 5
dok je
de(A, B) =
√
(3 − 2)2 + (7 − 3)2 = √1 + 16 ≈ 4.1231
Graf je prikazan na Slici 1.1. Postoje josˇ tri puta jednake udaljenosti (5).
Pogledajmo sada Sliku 1.2. Zadane su tocˇke A(2, 1) i B(5, 5). Mozˇemo primijetiti kako
postoji visˇe razlicˇitih putova od A do B, svi jednakih duljina (7).
Primijetimo da je d(P,Q) = de(P,Q) kada je Px = Qx ili Py = Qy.
1.1 Kada koristimo taxicab geometriju?
Proucˇit c´emo sada tri situacije iz stvarnog zˇivota:
1. Dispecˇer u policiji Idealnog Grada dobiva izvjesˇc´e o nesrec´i na mjestu X(−1, 4). U
tom podrucˇju su dva policijska automobila. Automobil A na (2, 1) i B na (−1,−1). Koji
automobil treba poslati?
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Slika 1.1: T-udaljenost tocˇaka A i B
Slika 1.2: Razlicˇiti putovi od tocˇke A do B
2. U Idealnom Gradu postoje tri sˇkole. Roosevelt na (2, 1), Franklin na (−3, 3) i Je-
fferson na (−6,−1). Potrebno je nacrtati granice oko sˇkola tako da svaki ucˇenik tog grada
polazi sˇkolu koja mu je najblizˇe.
3. Telefonski operater zˇeli postaviti telefonske govornice tako da svatko tko zˇivi unutar
dvanaest blokova od centra grada se nalazi unutar cˇetiri bloka od telefonske govornice, na
nacˇin da postave najmanji moguc´i broj tel. govornica.
POGLAVLJE 1. POVIJEST I PRIMJENE 5
Ova tri problema su zanimljiva, jer ih ne zˇelimo rijesˇiti korisˇtenjem zracˇne linije, vec´
zˇelimo ostati na gradskim ulicama. Stoga ne mozˇemo koristiti euklidsku geometriju, jer
nam njena formula za udaljenost nec´e pomoc´i. Upravo u ovim situacijama upotrijebit c´emo
taxicab geometriju. Krenimo na rjesˇavanje problema.
Prvi problem
Dispecˇer u policiji Idealnog Grada dobiva izvjesˇc´e o nesrec´i na mjestu X(−1, 4). U tom po-
drucˇju su dva policijska automobila. Automobil A na (2, 1) i B na (−1,−1). Koji automobil
treba poslati?
Slika 1.3: Prvi problem
Problem je smjesˇten u koordinatni sustav (vidi Sliku 1.3). S obzirom da je grad sa-
stavljen od blokova te se policijski automobili ne krec´u kroz kuc´e, ne mozˇemo koristiti
euklidsku geometriju, vec´ c´emo upotrijebiti taxicab geometriju. Najjednostavniji nacˇin da
rijesˇimo ovaj problem jest da izracˇunamo udaljenosti jednog, odnosno drugog automobila
do mjesta nesrec´e te zatim posˇaljemo onog koji je blizˇe.
Pogledajmo udaljenost automobila na mjestu A do mjesta nesrec´e X:
d(X, A) = [(−1, 4), (2, 1)] = |2 − (−1)| + |1 − 4| = |3| + | − 3| = 3 + 3 = 6,
te udaljenost automobila na mjestu B do mjesta nesrec´e X:
d(X, B) = [(−1, 4), (−1,−1)] = | − 1 − (−1)| + | − 1 − 4| = |0| + | − 5| = 5.
Dakle, dispecˇer treba poslati policijski automobil s mjesta B.
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Drugi problem
U Idealnom Gradu postoje tri sˇkole. Roosevelt na (2, 1), Franklin na (−3, 3) i Jefferson na
(−6,−1). Potrebno je nacrtati granice oko sˇkola tako da svaki ucˇenik tog grada polazi sˇkolu
koja mu je najblizˇe. I ovaj problem je smjesˇten u koordinatni sustav (vidi Sliku 1.4).
Slika 1.4: Drugi problem
S obzirom da ucˇenici moraju prolaziti gradskim ulicama da bi dosˇli do svoje sˇkole
ocˇito je da c´emo primijeniti taxicab geometriju. Ovaj c´emo problem podijeliti na nekoliko
manjih problema: prvo c´emo gledati granicu izmedu Franklina i Jeffersona, zatim Fran-
klina i Roosevelta, a potom Roosevelta i Jeffersona. Na kraju moramo protumacˇiti rezultate
gledajuc´i presjek ova tri dijela.
Prvi dio:
Gledamo granicu izmedu Franklina i Jeffersona. Na granici se nalaze tocˇke T (x, y) koje
su jednako udaljene od tih dviju sˇkola, tj. vrijedi
d(Jefferson,T ) = d(Franklin,T )
d[(−6,−1), (x, y)] = d[(−3, 3), (x, y)]
|x + 6| + |y + 1| = |x + 3| + |y − 3|.
Sada rjesˇavamo dobivenu jednadzˇbu s apsolutnim vrijednostima prema tablici 1.1.
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Tablica 1.1: Tablica slucˇaja za prvi dio
−1 ≤ y ≤ 3 y < −1 y > 3
−6 ≤ x ≤ −3 1. slucˇaj 4. slucˇaj 7. slucˇaj
x < −6 2. slucˇaj 5. slucˇaj 8. slucˇaj
x > −3 3. slucˇaj 6. slucˇaj 9. slucˇaj
Krenimo rjesˇavati:
1. slucˇaj: −1 ≤ y ≤ 3 i −6 ≤ x ≤ −3
Uvazˇavajuc´i ove uvjete rjesˇavamo pocˇetnu jednadzˇbu:
|x + 6| + |y + 1| = |x + 3| + |y − 3|
x + 6 + y + 1 = −x − 3 − y + 3
2y = −2x − 7
y = −x − 7
2
Ispunit c´emo tablicu za x iz zadanog intervala:
x y
−6 5/2
−5 3/2
−4 1/2
−3 −1/2
Tocˇke koje ocˇitamo iz tablice jednako su udaljene od sˇkola Franklin i Jefferson. Dakle,
dobili smo dio granice izmedu tih dviju sˇkola.
2.slucˇaj: −1 ≤ y ≤ 3 i x < −6
Za ove uvjete pocˇetna jednadzˇba izgleda ovako:
|x + 6| + |y + 1| = |x + 3| + |y − 3|
−x − 6 + y + 1 = −x − 3 − y + 3
−x + y − 5 = −x − y
y =
5
2
Ispunit c´emo tablicu za x iz danog intervala:
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x y
−7 5/2
−8 5/2
−9 5/2
...
...
3. slucˇaj: −1 ≤ y ≤ 3 i x > −3
Pocˇetna jednadzˇba sada izgleda ovako:
x + 6 + y + 1 = x + 3 − y + 3
x + y + 7 = x − y + 6
2y = −1
y = −1
2
Ispunit c´emo tablicu za x iz zadanog intervala:
x y
−3 −1/2
−2 −1/2
−1 −1/2
0 −1/2
...
...
4.-9. slucˇaj: nemaju rjesˇenja. Pogledajmo Sliku 1.5. Gledamo li trec´i i cˇetvrti kva-
drant mozˇemo primijetiti kako c´e ucˇenici koji zˇive ispod linije granice biti blizˇe Jeffersonu.
Isto tako, svi ucˇenici koji zˇive iznad linije granice, u prvom i drugom kvadrantu su blizˇe
Franklinu.
Drugi dio:
Gledamo granicu izmedu Franklina i Roosevelta, tj. liniju koju cˇine tocˇke T (x, y) koje
su jednako udaljene od ovih dviju sˇkola. Imamo:
d(Franklin,T ) = d(Roosevelt,T )
d[(−3, 3), (x, y)] = d[(2, 1), (x, y)]
|x + 3| + |y − 3| = |x − 2| + |y − 1|.
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Slika 1.5: Drugi problem - prva granica
Tablica 1.2: Tablica slucˇaja za drugi dio
1 ≤ y ≤ 3 y < 1 y > 3
−3 ≤ x ≤ 2 1. slucˇaj 3. slucˇaj 4. slucˇaj
x < −3 5. slucˇaj 2. slucˇaj 6. slucˇaj
x > 2 7. slucˇaj 8. slucˇaj 9. slucˇaj
Sada imamo devet slucˇaja iz Tablice 1.2.
1. slucˇaj: 1 ≤ y ≤ 3 i −3 ≤ x ≤ 2
Uvazˇavajuc´i ove uvjete rjesˇavamo pocˇetnu jednadzˇbu :
|x + 3| + |y − 3| = |x − 2| + |y − 1|
x + 3 − y + 3 = −x + 2 + y − 1
x − y + 6 = −x + y + 1
−2y = −2x − 5
y = x +
5
2
Ispunit c´emo tablicu za x iz danog intervala:
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x y
0 5/2
−1 3/2
...
...
2. slucˇaj: x < −3 i y < 1
Sada pocˇetna jednadzˇba izgleda ovako:
−x − 3 − y + 3 = −x + 2 − y + 1
−x − y = −x − y + 3
0 = 3
No, to nije istina, tj. 0 , 3. Stoga ova jednadzˇba nema rjesˇenja za x < −3 i y < 1.
3. slucˇaj: −3 ≤ x ≤ 2 i y < 1.
Pocˇetna jednadzˇba izgleda ovako:
x + 3 − y + 3 = −x + 2 − y + 1
x − y + 6 = −x − y + 3
2x = −3
x = −3
2
.
x y
−3/2 1
−3/2 0
−3/2 −1
−3/2 −2
...
...
4. slucˇaj: −3 ≤ x ≤ 2 i y > 3
Rjesˇavamo jednadzˇbu pod zadanim uvjetima:
x + 3 + y − 3 = −x + 2 + y − 1
x + y = −x + y + 1
2x = 1
x =
1
2
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x y
1/2 3
1/2 4
1/2 5
...
...
Slika 1.6: Drugi problem - prva i druga granica
5.-9. slucˇaj: nemaju rjesˇenja. Da bismo se uvjerili u to, pogledajmo Sliku 1.6. Gle-
dajuc´i prvi i cˇetvrti kvadrant vidimo da svi ucˇenici koji zˇive u vanjskom dijelu su blizˇe
Rooseveltu, a gledajuc´i drugi i trec´i kvadrant primjec´ujemo da svi ucˇenici iz tog podrucˇja
zˇive blizˇe Franklinu.
Trec´i dio
Preostalo nam je nac´i granicu izmedu Roosevelta i Jeffersona, tj. trazˇimo sve tocˇke
T (x, y) za koje vrijedi:
d(Jefferson,T ) = d(Roosevelt,T ),
tj.
d[(−6 − 1), (x, y)] = d[(2, 1), (x, y)]
|x + 6| + |y + 1| = |x − 2| + |y − 1|
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Tablica 1.3: Tablica slucˇaja za trec´i dio
y < −1 −1 ≤ y ≤ 1 y > 1
−6 ≤ x ≤ 2 1. slucˇaj 2. slucˇaj 3. slucˇaj
x > 2 4. slucˇaj 5. slucˇaj 6. slucˇaj
x < −6 7. slucˇaj 8. slucˇaj 9. slucˇaj
Imamo devet slucˇaja, prema Tablici 1.3.
Krenimo na njihovo rjesˇavanje:
1. slucˇaj: −6 ≤ x ≤ 2 i y < −1
Pod ovim uvjetima rjesˇavamo jednadzˇbu
|x + 6| + |y + 1| = |x − 2| + |y − 1|
x + 6 − y − 1 = −x + 2 − y + 1
x − y + 5 = −x − y + 3
2x = −2
x = −1
Tablica izgleda ovako:
x y
−1 −2
−1 −3
−1 −4
...
...
2. slucˇaj: −6 ≤ x ≤ 2 i −1 ≤ y ≤ 1
Pa imamo:
x + 6 + y + 1 = −x + 2 − y + 1
x + y + 7 = −x − y + 3
2y = −2x − 4
y = −x − 2
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x y
−1 −1
−2 0
−3 1
...
...
3. slucˇaj: −6 ≤ x ≤ 2 i y > 1
Imamo:
x + 6 + y + 1 = −x + 2 + y − 1
x + y + 7 = −x + y + 1
2x = −6
x = −3
x y
−3 2
−3 3
−3 4
...
...
4.-9. slucˇaj: nemaju rjesˇenja. Pogledajmo Sliku 1.7. Svi ucˇenici iz prvog i cˇetvrtog
kvadranta koji zˇive u vanjskom podrucˇju nove linije blizˇe su Rooseveltu, a iz drugog i
trec´eg su blizˇe Jeffersonu.
Cˇetvrti dio
Sada c´emo izvesti zakljucˇak na temelju rezultata u prethodna tri dijela. Prvo moramo
pronac´i u kojoj se tocˇki sijeku sve tri granice. To je tocˇka (−3/2,−1/2). Ona dijeli svaku
granicu na dva dijela. Promatrat c´emo koji nam je dio koje granice potreban. Oznacˇimo
dijelove kao na Slici 1.8.
Pogledamo li dio k mozˇemo primijetiti kako je upravo taj dio prve granice dobar, jer ne
postoji ni jedna druga granica koja bi odvajala sˇkole Franklin i Jefferson. Nadalje vidimo
kako granica l odvaja sˇkole Franklin i Roosevelt, no takoder mozˇemo primijetiti kako je taj
dio nepotreban, jer se nalazi blizˇe Franklinu no Rooseveltu. Stoga mozˇemo obrisati i taj dio
granice. Sada, s obzirom da smo maknuli l, moramo ostaviti dio m kako bi postojalo nesˇto
sˇto c´e odvajati te dvije sˇkole. Dio granice oznacˇen sa n mozˇemo obrisati. Zato sˇto je to dio
koji odvaja Jefferson i Franklin, a Roosevelt se nalazi blizˇe granici od njih. Dio granice koji
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Slika 1.7: Drugi problem - ukljucˇena trec´a granica
Slika 1.8: Drugi problem - sve granice s oznakama
odvaja Franklin i Roosevelt p nalazi se blizˇe Jeffersonu, stoga mozˇemo maknuti i taj dio.
Josˇ je jedino ostao dio granice o, a njega moramo ostaviti kako bismo imali granicu izmedu
Jeffersona i Roosevelta s obzirom da smo maknuli p. Sada imamo konacˇno rjesˇenje ovog
problema (vidi Sliku 1.9).
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Slika 1.9: Drugi problem - konacˇne granice
Trec´i problem
Telefonski operater zˇeli postaviti telefonske govornice tako da svatko tko zˇivi unutar dva-
naest blokova od centra grada se nalazi unutar cˇetiri bloka od telefonske govornice, na
nacˇin da postave najmanji moguc´i broj telefonskih govornica.
Ocˇito je da stanovnici grada nec´e prolaziti kroz tuda dvorisˇta ili preskakati zgrade kako
bi dosˇli do telefonske govornice. Moraju se drzˇati ulica pa je logicˇan izbor za rjesˇavanje
ovog problema upravo taxicab geometrija.
Podijelit c´emo i ovaj problem na visˇe manjih dijelova.
Prvi dio:
Zˇelimo nacrtati granicu koja c´e odjeljivati 12 blokova od centra grada od ostatka grada.
Stoga moramo pronac´i sve tocˇke T (x, y) koje su od centra grada udaljene za 12, tj.
d[(0, 0), (x, y)] = 12,
|x − 0| + |y − 0| = 12
Da bismo rijesˇili ovu jednadzˇbu moramo gledati sljedec´a cˇetiri slucˇaja:
Tablica 1.4: Tablica slucˇaja za trec´i problem
−12 = x ≤ 0 12 = x ≥ 0
−12 = y ≤ 0 3. slucˇaj 2. slucˇaj
12 = y ≥ 0 4. slucˇaj 1. slucˇaj
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1. slucˇaj 12 = x ≥ 0 i 12 = y ≥ 0
Pod tim uvjetima rjesˇavamo gornju jednadzˇbu:
|x − 0| + |y − 0| = 12
x − 0 + y − 0 = 12
y = −x + 12
2. slucˇaj 12 = x ≥ 0 i −12 = y ≤ 0
S ovim uvjetima dobivamo:
x − 0 − y + 0 = 12
y = x − 12
3. slucˇaj −12 = x ≤ 0 i −12 = y ≤ 0
Sada imamo:
−x + 0 − y + 0 = 12
y = −x − 12
4. slucˇaj −12 = x ≤ 0 i 12 = y ≥ 0
Pa imamo:
−x + 0 + y − 0 = 12
y = x + 12
Rjesˇavajuc´i ova cˇetiri slucˇaja dobili smo 4 pravca, koja kad ucrtamo u koordinatni
sustav cˇine graf kruzˇnice radijusa 12 u taxicab geometriji (vidi Sliku 1.10). Svaki od tih
pravaca lezˇi u jednom kvadrantu. Time smo dobili geometrijsko mjesto tocˇaka u taxicab
geometriji udaljeno od sredisˇta za 12, dakle kruzˇnicu radijusa 12 sˇto je upravo ono sˇto smo
trazˇili.
Drugi dio:
U ovom dijelu moramo pronac´i jednadzˇbu pravca od kojeg c´e svatko tko zˇivi na granici
u prvom kvadrantu biti udaljen za 4 bloka. Dakle, trazˇimo skup tocˇaka T (x1, y1) za koje
vrijedi:
d[(x,−x + 12), (x1, y1)] = 4
|x − x1| + |(−x + 12) − y1| = 4
Sada gledamo samo onaj slucˇaj koji odgovara uvjetima iz slucˇaja u kojem smo dobili za
dio granice taj pravac. Pa vrijedi: x1 = x i y1 = y, odnosno: x− x1 = x− x1 i (−x+12)−y1 =
−x + 12 − y1. Imamo:
x − x1 − x + 12 − y1 = 4
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Slika 1.10: Trec´i problem
−x1 + 8 = y1.
Ovu liniju c´emo nazvati l.
Time smo dobili mjesta na koja mozˇemo smjestiti telefonske govornice tako da budu opti-
malno udaljene od vanjske granice u prvom kvadrantu. Dalje moramo pronac´i granicu od
koje svi mogu koristiti telefonsku govornicu ispod linije l. Stoga moramo rijesˇiti sljedec´u
jednadzˇbu:
d[(x1, x1 − 8), (x2, y2)] = 4
|x2 − x1| + |y2 − (x1 − 8)| = 4
Ponovo gledamo iste uvjete kao i ranije pa imamo:
−x2 + x1 − y2 − x1 + 8 = 4
−x2 − y2 + 8 = 4
y2 = −x2 + 4
Ovu liniju nazovimo m.
Pogledajmo Sliku 1.11. Svi koji zˇive na podebljanim linijama nalaze se tocˇno 4 bloka
od telefonskih govornica smjesˇtenih na iscrtkanoj liniji.
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Slika 1.11: Trec´i problem a)
Kao i ranije, sada moramo pronac´i liniju ispod zadnje granice, tj. m, koja c´e biti uda-
ljena za 4 bloka od m. Rjesˇavamo jednadzˇbu:
d[(x2,−x2 + 4), (x3, y3)] = 4
S istim uvjetima kao i prije, sada imamo:
−x3 + x2 − y3 + (−x2 + 4) = 4
y3 = −x3.
Nazovimo ovu liniju n.
Dalje moramo trazˇiti donju granicu od n na kojoj zˇive ljudi udaljeni 4 bloka od n. Rijesˇit
c´emo donju jednadzˇbu s istim uvjetima kao i ranije:
d[(x3,−x3), (x4, y4)] = 4
−x4 + x3 − y4 + (−x3) = 4
y4 = −x4 − 4.
Ovu c´emo liniju nazvati o.
Kad nadopunimo prethodni graf novim granicama imamo situaciju kao na Slici 1.12.
Ponovimo postupak josˇ jednom. Trazˇimo liniju ispod o koja je od nje udaljena za 4
bloka koristec´i ovu jednadzˇbu:
d[(x4,−x4 − 4), (x5, y5)] = 4
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Slika 1.12: Trec´i problem b)
S uvjetima kao i ranije imamo:
−x5 + x4 − y5 − x4 − 4 = 4
y5 = −x5 − 8.
Te c´emo ovu liniju nazvati p i sada josˇ moramo pronac´i liniju q ispod nje:
d[(x5,−x5 − 8), (x6, y6)] = 4
−x6 + x5 − y6 − x5 − 8 = 4
y6 = −x6 − 12.
Primjec´ujemo da je linija q zapravo vanjska granica u trec´em kvadrantu. Sada konacˇno
imamo Sliku 1.13.
Time smo pronasˇli linije na koje mozˇemo smjestiti sve telefonske govornice. No ne
znamo gdje tocˇno na tim linijama stoga krec´emo na iduc´i dio.
Trec´i dio:
Sada moramo ponoviti isti postupak kao u prethodnom dijelu pocˇevsˇi od drugog kva-
dranta. Tamo nam je jednadzˇba vanjske granice: y = x + 12, pa rjesˇavamo sljedec´u jed-
nadzˇbu:
d[(x7, x7 + 12), (x8, y8)] = 4.
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Slika 1.13: Trec´i problem c)
Kod rjesˇavanja svih slucˇajeva u ovom dijelu koristimo ove uvjete: xn ≥ xn+1 i yn ≤ yn+1,
zbog toga sˇto c´e na svakoj novoj liniji svi x biti vec´i od x na prethodnoj liniji, a sve vrijed-
nosti y na novoj liniji biti c´e manje od vrijednosti na prethodnoj liniji. Stoga imamo:
x8 − x7 + y8 + x7 + 12 = 4
y8 = x8 + 8
te nazovimo tu liniju r. Donja linija s imati c´e sljedec´u jednadzˇbu:
d[(x8, x8 + 8), (x9, y9)] = 4
x9 − x8 − y9 + x8 + 8 = 4
y9 = x9 + 4.
Sada imamo novi graf (Slika 1.14).
Trazˇimo dalje donje granice na isti nacˇin:
d[(x9, x9 + 4), (x10, y10)] = 4
x10 − x9 − y10 + x9 + 4 = 4
y10 = x10
POGLAVLJE 1. POVIJEST I PRIMJENE 21
Slika 1.14: Trec´i problem d)
cˇime smo dobili t, a sada trazˇimo u:
d[(x10, x10), (x11, x11)] = 4
x11 − x10 − y11 + x10 = 4
y11 = x11 − 4.
Kada ucrtamo i te dvije linije u graf imamo situaciju kao na Slici 1.15.
A sada c´emo ponoviti postupak josˇ jednom. Liniju v c´emo pronac´i koristec´i ovu jed-
nadzˇbu:
d[(x11, x11 − 4), (x12, y12)] = 4
x12 − x11 − y12 + x11 − 4 = 4
y12 = x12 − 8
i josˇ liniju w:
d[(x12, x12 − 4), (x13, y13)] = 4
x13 − x12 − y13 + x12 − 8 = 4
y13 = x13 − 12.
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Slika 1.15: Trec´i problem e)
Linija w je zapravo vanjska granica u cˇetvrtom kvadrantu. Konacˇni graf imamo na Slici
1.16.
Cˇetvrti dio:
U ovom dijelu c´emo interpretirati dobiveni graf. Dobivene linije predstavljaju opti-
malna mjesta za postavljanje telefonskih govornica. Primijetimo da se te linije sijeku di-
jelec´i tako cˇitavo podrucˇje na 9 manjih podrucˇja. Svako od tih manjih podrucˇja sadrzˇi
sjecisˇte. Upravo u tim sjecisˇtima trebaju biti postavljene telefonske govornice tako da
svatko tko zˇivi unutar 12 blokova od centra grada, zˇivi i unutar 4 bloka od telefonske go-
vornice.
Dakle, mozˇemo primijetiti kako nam je taxicab geometrija zbilja koristila u modelu ur-
bane geografije, jer je za ljude u njoj upravo taxicab udaljenost ”prava” udaljenost. Taxicab
geometrija ima mnoge primjene te ju je lako istrazˇiti.
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Slika 1.16: Trec´i problem f)
Poglavlje 2
Definicije
Metricˇki prostor je matematicˇka struktura koja se sastoji od skupa tocˇaka i pravila (ili
funkcije d) za mjerenje udaljenosti izmedu bilo koje dvije tocˇke tog skupa. Funkcija d :
X × X → R ima svojstva:
1. Udaljenost izmedu bilo koje dvije tocˇke je nenegativna, tj. d(A, B) ≥ 0, ∀A, B ∈ X.
Ako je d(A, B) = 0, onda je A = B, gdje su A, B ∈ X.
2. Udaljenost od tocˇke A do B jednaka je udaljenosti tocˇke B do A, tj. d(A, B) = d(B, A),
∀A, B ∈ X.
3. d(A, B) + d(B,C) ≥ d(A,C), ∀A, B,C ∈ X.
Dvodimenzionalni euklidski prostor E2 mozˇemo definirati kao skup svih uredenih pa-
rova realnih brojeva, tj. skup R2, pri cˇemu udaljenost definiramo za bilo koje dvije tocˇke
A(a1, a2), B(b1, b2) ∈ E2 prema Pitagorinom teoremu:
dE(A, B) =
√
(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2.
Dvodimenzionalni taxicab prostor T2 sadrzˇi iste tocˇke kao i euklidski prostor. Udaljenost
u taxicab prostoru je definirana za bilo koji par tocˇaka A, B ∈ R2 kao:
dT (A, B) = |a1 − b1| + |a2 − b2|.
Primjer. Neka je A(2, 2) i B(4, 5). Tada A i B mozˇemo prikazati u koordinatnom sus-
tavu (vidi Sliku 2.1). Provjerimo sada jesu li zadovoljena svojstva funkcije za mjerenje
udaljenosti u taxicab geometriji:
1. d(A, B) = |2 − 4| + |2 − 5| = | − 2| + | − 3| = 2 + 3 = 5 ≥ 0
24
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Slika 2.1: Tocˇke A i B u koordinatnom sustavu
2. d(B, A) = |4 − 2| + |5 − 2| = 2 + 3 = 5 = d(A, B)
3. Neka je C(5, 3). Tada: d(A, B) + d(B,C) = 5 + (|4 − 5| + |5 − 3|) = 5 + 3 = 8 ≥
|2 − 5| + |2 − 3| = 3 + 1 = 4 = d(A,C)
Mozˇe se pokazati da su svojstva zadovoljena za bilo koje tocˇke.
Dokaz. Neka su A, B ∈ R2.
1. d(A, B) ≥ 0, jer je zbroj apsolutnih vrijednosti za koji vrijedi |a1−b1| ≥ 0, |a2−b2| ≥ 0
d(A, B) = 0⇔ |a1 − b1| = 0 i |a2 − b2| = 0, tj. a1 = b1, a2 = b2 ⇔ A = B.
2. Simetricˇnost ocˇito vrijedi, jer vrijedi | − x| = |x|, x ∈ R.
3. Tvrdimo |a1 − b1| + |a2 − b2| + |b1 − c1| + |b2 − c2| ≥ |a1 − c1| + |a2 − c2|. Za apsolutnu
vrijednost opc´enito vrijedi nejednakost trokuta, tj. |x + y| ≤ |x|+ |y| pa slijedi |a− c| =
|a − b + b − c| ≤ |a − b| + |b − c|

U ovom je primjeru euklidska udaljenost tih dviju tocˇaka
√
13, dok je taxicab udaljenost
5. Primijetimo sljedec´e, ako su A i B uglovi ulica u ”idealnom” gradu tada postoji visˇe
razlicˇitih puteva kojima mozˇemo doc´i od A do B. Primjer dva takva razlicˇita puta imamo
na Slici 2.2. Ukoliko moramo ostati na ulicama grada i ne mozˇemo se kretati dijagonalno
kroz blokove, najkrac´i put od A do B je svakih 5 blokova.
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Slika 2.2: Dva razlicˇita puta od tocˇke A do B
Jedan primjer na kojem mozˇemo vidjeti efekt takve definicije udaljenosti je kroz promatra-
nje razlicˇitih, a slicˇnih geometrijskih likova, kao sˇto su krugovi, elipse, hiperbole i parabole.
2.1 Krug i kruzˇnica
U analiticˇkoj geometriji definiramo kruzˇnicu kao skup tocˇaka uR2 koje su jednako udaljene
od jedne cˇvrste tocˇke. Ako definiramo udaljenost kao u euklidskoj geometriji kruzˇnice su
”okrugle”. No, mogli bismo se iznenaditi izgledom kruzˇnice i kruga u taxicab geometriji.
Pogledajmo razmjesˇtaj cjelobrojnih tocˇaka t-kruzˇnice s centrom u A(4, 3), radijusa 3 na
Slici 2.3.
Analiticˇki, t-krug s centrom C = (h, k) i radijusom r je skup sljedec´ih tocˇaka:
{P = (p1, p2) ∈ R2 : |p1 − h| + |p2 − k| ≤ r},
a t-kruzˇnica s centrom C = (h, k) i radijusom r je skup tocˇaka:
{P = (p1, p2) ∈ R2 : |p1 − h| + |p2 − k| = r}.
Ovime je t-kruzˇnica opisana kao unija 4 duzˇine sa krajnjim tocˇkama u (h, k ± r) i (h± r, k).
Svaka od ovih duzˇina ima nagib ±1. Cˇitavu t-kruzˇnicu imamo na Slici 2.4. Definiramo
li konstantu piT kao omjer opsega i promjera kruzˇnice, zanimljivo je da tada piT iznosi
4. Dakle, broj 4 u taxicab geometriji je analogon konstante pi. Takoder je zanimljivo da
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Slika 2.3: Cjelobrojne tocˇke t-kruzˇnice s centrom A(4,3) radijusa 3
Slika 2.4: T-kruzˇnica s centrom A(4,3) radijusa 3
za razliku od euklidske geometrije, gdje se dvije razlicˇite kruzˇnice sijeku u najvisˇe dvije
tocˇke, u taxicab geometriji se dvije kruzˇnice mogu sijec´i u dvije tocˇke ili duzˇ jedne ili dvije
duzˇine (vidi Slike 2.5, 2.6 i 2.7).
2.2 Elipsa
Definicija 2.2.1. Neka su A i B dvije cˇvrste tocˇke u R2, tada definiramo elipsu kao:
{P ∈ R2 : d(P, A) + d(P, B) = const}.
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Slika 2.5: T-kruzˇnice s radijusima 4 i 2 - sijeku se u dvije tocˇke
Pritom tocˇke A i B zovemo fokusi (zˇarisˇta) elipse.
Sad vec´ mozˇemo pretpostaviti kako c´e se izgled elipse u taxicab geometriji razlikovati od
izgleda u euklidskoj geometriji. U euklidskoj geometriji konstruiramo elipsu vrtlarskom
konstrukcijom, te c´emo ovdje izvesti njezin taxicab analogon. Krauss je predlozˇio sljedec´u
metodu crtanja t-elipse.
Neka su dane tocˇke A(1, 3) i B(5, 3) te neka je zadano c = 6. Treba nacrtati t-elipsu.
Slika 2.6: T-kruzˇnice s radijusima 5 i 1 - sijeku se po jednoj duzˇini
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Slika 2.7: T-kruzˇnice s radijusima 5 i 1 - sijeku se po dvije duzˇine
Rjesˇenje. Krec´emo s crtanjem dviju kruzˇnica radijusa 4 i 2 (jer je 6 = 4 + 2), vidi Sliku
2.5. Sva sjecisˇta tih dviju kruzˇnica biti c´e udaljena od A za 4, a od B za 2, stoga se ona
nalaze na trazˇenoj elipsi. Dalje nastavljamo isti postupak s kruzˇnicama razlicˇitih radijusa
cˇiji c´e zbroj biti jednak 6. Tako dobivamo ostale tocˇke elipse. Pogledajmo sada sˇto c´e se
desiti uzmemo li za vrijednosti radijusa 5 i 1 (Slika 2.7). Ove dvije kruzˇnice sijeku se u
dvije strane manje kruzˇnice. Eksperimentirajuc´i s kruzˇnicama razlicˇitih radijusa na koncu
dobivamo trazˇenu elipsu (Slika 2.8).
Slika 2.8: T-elipsa
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U ovom smo primjeru dobili da je elipsa u taxicab geometriji zapravo sˇesterokut. No to ne
znacˇi da su sve t-elipse sˇesterokuti. Pogledamo li npr. elipsu sa fokusima u A(1, 3) i B(3, 1)
te kojoj je c = 6 primjec´ujemo da je ona oblika osmerokuta (vidi Sliku 2.9).
Slika 2.9: T-elipsa (oblik osmerokuta)
Mozˇemo primijetiti i sljedec´u slicˇnost s euklidskom geometrijom. U euklidskoj geometriji
vrijedi sˇto su fokusi elipse blizˇe, to je elipsa sve slicˇnija kruzˇnici. Primijetimo da u koor-
dinarnom sustavu bilo koje dvije tocˇke su ili suprotni vrhovi pravokutnika cˇije su strane
paralelne sa osima ili lezˇe na pravcu paralelnom s jednom od osi (vidi Slike 2.8 i 2.9).
Dakle, sˇto se visˇe A i B priblizˇavaju, to se visˇe smanjuje taj pravokutnik, sve dok konacˇno A
i B ne postanu jedna tocˇka. Tada su i visina i sˇirina tog pravokutnika jednake 0. Pogledamo
li ponovo Slike 2.8 i 2.9 mozˇemo primijetiti odnos izmedu vertikalne i horizontalne strane
t-elipse te malog pravokutnika odredenog fokusima. Sˇto su fokusi blizˇe, to je pravokutnik
manji te se horizontalna i vertikalna strana t-elipse smanjuju, sve dok oba fokusa ne padnu
u istu tocˇku cˇime t-elipsa postaje savrsˇena t-kruzˇnica.
2.3 Hiperbola
Definicija 2.3.1. Neka su A i B dvije cˇvrste tocˇke u R2, tada definiramo hiperbolu kao:
{P ∈ R2 : |d(P, A) − d(P, B)| = const}.
Pritom tocˇke A i B zovemo fokusi (zˇarisˇta) hiperbole.
S obzirom da je konstanta jednaka apsolutnoj vrijednosti razlike dviju udaljenosti, najma-
nja moguc´a vrijednost te konstante je 0, stoga vrijedi:
{P ∈ R2 : |d(P, A) − d(P, B)| = 0} = {P ∈ R2 : d(P, A) = d(P, B)}.
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Ovaj skup nam u E2 obicˇno predstavlja simetralu duzˇine AB, no u T2 simetrala ne mora
biti ravna linija.
Da bismo nacrtali t-hiperbolu koristit c´emo metodu slicˇnu onoj za crtanje t-elipse. Moramo
pronac´i sjecisˇta parova t-kruzˇnica cˇija su sredisˇta u A i B, a radijusi rA i rB, redom, te vrijedi
|rA − rB| = const.
Slika 2.10: T-hiperbola je prazan skup
Sˇto c´e se dogoditi ako je const ≥ d(A, B)? U tom slucˇaju t-kruzˇnice se nec´e sijec´i (vidi
Sliku 2.10) te c´e t-hiperbola za bilo koji c > d(A, B) biti prazan skup (to vrijedi bilo za dE
ili dT ). To znacˇi da je konstanta ogranicˇena ovako: 0 ≤ const ≤ d(A, B).
Dok oblik t-elipse ovisi samo o velicˇini pravokutnika odredenog fokusima, oblik t-hiperbo-
le ovisi i o velicˇini konstante koja je u relaciji s duljinama stranica pravokutnika. Tj.
definiramo li k = |a1 − b1| − |a2 − b2|, tada oblik t-hiperbole djelomicˇno ovisi o tome je
li c manji, jednak ili vec´i od k (vidi Sliku 2.11).
Sˇto ako je c jednak k ili dT (A, B)? Svaki par t-kruzˇnica sa sredisˇtima u A i B, redom, cˇiji
se radijusi razlikuju ili za k ili za dT (A, B) sijeku se, ne u jednoj ili dvjema tocˇkama, vec´
u segmentu. U oba slucˇaja t-hiperbola nije dio pravca i zatamnjeni dijelovi su dijelovi t-
hiperbole (vidi Sliku 2.11 c, e). Nadalje, A i B mogu biti odabrani tako da je k = 0. Tada
simetrala od AB nije pravac.
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Slika 2.11: Oblici t-hiperbole
2.4 Parabola
Definicija 2.4.1. Neka je dana tocˇka F, fokus (zˇarisˇte), i pravac D kojeg zovemo direktrisa
(ravnalica). Tada definiramo parabolu kao
{P ∈ R2 : d(P, F) = d(P,D)}.
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Ova definicija namec´e pitanje kako c´emo mjeriti udaljenost tocˇke od pravca. Poznato je da
u E2 spusˇtamo okomicu iz te tocˇke na pravac. No u T2 ta okomica ne mora biti ravna linija,
stoga ne mozˇemo tako trazˇiti rjesˇenje. Zˇelimo definirati udaljenost od tocˇke P do pravca
D kao najkrac´i od svih moguc´ih puteva od P do D ili kao udaljenost od P do tocˇke na D
koja je najblizˇe P. Postoji li dobar i sistematicˇan nacˇin za ovo? Koja je od tocˇaka A, B, C
najblizˇa P (Slika 2.12)? Postoji li neka tocˇka blizˇa od navedenih?
Slika 2.12: Parabola
Zakljucˇak:
Ovo poglavlje stavlja pred nas dva pitanja:
1. Kako mjeriti udaljenost od tocˇke do pravca u T2?
2. Kako izgledaju parabole u T2?
Pokusˇat c´emo dati odgovor na ta dva pitanja. Zato c´emo iskazati i dokazati sljedec´a dva
teorema.
Teorem 2.4.2. Najkrac´a udaljenost od tocˇke (x1, y1) do pravca Ax + By + C = 0 u taxicab
geometriji je horizontalna udaljenost od tocˇke do pravca ako 1 < −A/B < ∞ ili −∞ <
−A/B < −1 , a vertikalna udaljenost od tocˇke do pravca ako 0 < −A/B < 1 ili −1 <
−A/B < 0. Ako je | − A/B| = 1 tada je svejedno uzmemo li vertikalnu ili horizontalnu
udaljenost. Nagib linije je −A/B.
Dokaz. 1. SLUCˇAJ:
1 < −A/B < ∞ ili 0 < −A/B < 1
Slika 2.13 ukazuje da za l1, 1 < −A/B < ∞, l2 ima svojstvo 0 < −A/B < 1. Promotrimo
l1. Zˇelimo pokazati da je k + g < q + k ili g < q. Vrijedi da je α < 45◦, stoga je g < q.
Promotrimo li l2, analogno pokazujemo da je e + c < e + b.
POGLAVLJE 2. DEFINICIJE 34
Slika 2.13: Parabola 1
2. SLUCˇAJ:
−∞ < −A/B < −1 ili −1 < −A/B < 0
Slika 2.14 ukazuje da za l1, −∞ < −A/B < −1, l2 ima svojstvo −1 < −A/B < 0. Ovaj dio
dokaza je analogan 1. slucˇaju. 
Krec´emo na rjesˇavanje drugog problema. Parabolu definiramo kao skup tocˇaka koje su
jednako udaljene od dane tocˇke (x1, y1) koju zovemo fokus i danog pravca y = ax + b
koji zovemo direktrisa. S obzirom da je t-udaljenost nepromjenjiva ako je translatiramo,
mozˇemo pretpostaviti da direktrisa prolazi kroz kroz ishodisˇte, tj. b = 0.
Tada imamo 4 slucˇaja:
i.) y0 > ax0, |a| < 1
ii.) y0 < ax0, |a| < 1
iii.) y0 > ax0, |a| > 1
iv.) y0 < ax0, |a| > 1
Primijetimo sada da ne trebamo rijesˇiti sva 4 slucˇaja. Dovoljno je rijesˇiti prvi slucˇaj, a
zatim ostale rjesˇavamo kao prvi s odredenim transformacijama. Problem stavljamo u novi
µν - koordinatni sustav, koristimo rjesˇenje prvog slucˇaja te se na kraju vrac´amo u stari
koordinatni sustav. Potrebne transformacije po slucˇajevima su:
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Slika 2.14: Parabola 2
slucˇaj (ii) µ = x, ν = −y
slucˇaj (iii) µ = y, ν = −x
slucˇaj (iv) µ = −y, ν = −x
Teorem 2.4.3. Parabola u taxicab geometriji s fokusom (x0, y0) i direktrisom y = ax, pri
cˇemu y0 > ax0 i |a| < 1, opisana je na Slici 2.13.
Dokaz. Primijetimo da je na Slici 2.13, a > 0, no rjesˇenje ne ovisi o tome. Takoder pri-
mijetimo da je t-udaljenost izmedu tocˇke (x, y) i pravca jednaka |y − ax|, jer je |a| < 1.
Odnosno, ta udaljenost je paralelna sa y-osi.
Ocˇito je da parabola mora biti s iste strane pravca s koje se nalazi tocˇka. S obzirom da je
y0 > ax0, parabola se nalazi iznad pravca y = ax.
Medutim, t-parabola ne mozˇe biti opisana jednom jednadzˇbom kao sˇto je slucˇaj u euklid-
skoj geometriji. Zbog toga, izvod je proveden za razlicˇite dijelove ravnine, iznad pravca
y = ax.
1. x = x0, ax0 < y < y0
Jasno je da tocˇka parabole za x = X0 mora lezˇati na pola puta izmedu direktrise y = ax i
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fokusa (x0, y0) vertikalno. Neka je dp = d[(x, y), (x0, y0)], a dl = d[(x, y), y = ax]. Tada:
dp = |y0 − y| + |x0| − x
= |y0 − y| + |x0 − x0|
= y0 − y,
(2.1)
jer je y0 > y; i
dl = |y − ax| = |y − ax0| = y − ax0,
jer je y > ax0.
2. x > x0 i ax < y ≤ y0
Sada imamo:
dp = |y0 − y| + |x0 − x| = y0 − y + x − x0
i
dl = y − ax
Tada
dp = dl
akko
y0 − y + x − x0 = y − ax
akko
y =
1 + a
2
· x + y0 − x0
2
.
Ova jednadzˇba vrijedi za pravac s pozitivnim nagibom. Dio je parabole tako dugo dok je
manji ili jednak y0. Pronac´i c´emo sada najvec´i x za koji ovo vrijedi:
y =
1 + a
2
· x + y0 − x0
2
x =
y0 + x0
1 + a
.
3. x > y0+x01+a
Imamo:
dp = |y0 − y| + |x − x0|
= |y0 − y| +
(
x − y0 + x0
1 + a
)
+
(y0 + x0
1 + a
− x0
) (2.2)
i
dl = y0 −
(
−y0 + x0
1 + a
)
a − a
(
x − y0 + x0
1 + a
)
+ (y − y0).
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Jer
(
y0+x0
1+a , y0
)
je na paraboli,
y0 + x0
1 + a
− x0 = y0 −
(y0 + x0
1 + a
)
a.
Takoder y − y0 ≤ |y0 − y| i
−a
(
x − y0 + x0
1 + a
)
< x − y0 + x0
1 + a
jer |a| < 1 i x − y0+x01+a > 0. Stoga, ovdje imamo: dl < dp.
Dakle, nijedna tocˇka odavde ne pripada t-paraboli.
4. x < x0 i ax < y ≤ y
Sada imamo:
dp = |y0 − y| + |x0 − x|
= y0 − y + x0 − x (2.3)
i
dl = y − ax.
Tada
dp = dl
akko
y0 − y + x0 − x = y − ax
akko
y =
(
a − 1
2
)
x +
y0 + x0
2
Ovaj pravac ima negativni nagib i dio je parabole tako dugo dok je manji ili jednak y0.
Zˇelimo pronac´i najmanji x za koji ovo vrijedi, te iz
y =
(
a − 1
2
)
x +
y0 + x0
2
dobivamo
x =
y0 − x0
a − 1
5.x < y0−x0a−1
U ovom slucˇaju imamo:
dp = |y0 − y| + |x0 − x|
= y0 − y + x0 − x
= |y0 − y| + x0 − y0 − x0a − 1 +
y0 − x0
a − 1 − x
(2.4)
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i
dl = y0 −
(y0 − x0
a − 1
)
a + a
(y0 − x0
a − 1 − x
)
+ y − y0.
Jer se
(
y0−x0
a−1 , y0
)
nalazi na paraboli, vrijedi
y0 − x0
a − 1 − x0 = y0 −
(y0 − x0
a − 1
)
a.
Takoder y − y0 ≤ |y0 − y| i
a
(y0 − x0
a − 1 − x
)
<
y0 − x0
a − 1 − x
jer |a| < 1 i y0−x0a−1 − x > 0.
Stoga, ovdje imamo: dl < dp te nijedna tocˇka odavde ne pripada t-paraboli.
6. y0−x0a−1 ≤ x ≤ x0 i y > y0
Ovdje imamo:
dp = |y − y0| + |x − x0|
= y − y0 + x − x0 (2.5)
i
dl = y − ax.
Tada
dp = dl
akko
y − y0 + x0 − x = y − ax
akko
x =
y0 − x0
a − 1 .
Tocˇke na paraboli u ovom dijelu cˇine polupravac x = y0−x0a−1 za y > y0.
7. x0 ≤ x < y0+x01+a i y > y0
Sada imamo:
dp = |y0 − y| + |x0 − x|
= y − y0 + x − x0 (2.6)
i
dl = y − ax.
Tada
dp = dl
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akko
y − y0 + x − x0 = y − ax
akko
x =
y0 + x0
1 + a
.
Tocˇke na paraboli u ovom dijelu cˇine polupravac
x = y0+x01+a za y > y0.
Specijalni slucˇaj a = 1
T-parabola izgleda drukcˇije kad je za direktrisu y = ax, |a| = 1. Opis ponovo ovisi o tome
je li y0 > ax0 ili y0 < ax0. Ti slucˇajevi su granicˇni slucˇajevi prethodno opisanih slucˇaja.
Slika 2.14 ilustrira slucˇaj u kojem je y0 > ax0 i a > 0. 
Poglavlje 3
T-udaljenosti
Nacˇin odredivanja udaljenosti od tocˇke do pravca vec´ smo sreli u prethodnom poglavlju.
U ovom poglavlju, sistematizirat c´emo recˇeno i proucˇiti t-analogon simetrale duzˇine.
3.1 Udaljenost tocˇke od pravca
Slika 3.1: Euklidska udaljenost od tocˇke A do B - sijecˇe u jednoj tocˇki
Kada u euklidskoj geometriji trazˇimo udaljenost tocˇke od pravca radimo to kroz nekoliko
koraka. Prvo spustimo okomicu iz zadane tocˇke na zadani pravac, zatim trazˇimo sjecisˇte tih
dvaju pravaca te na kraju mjerimo udaljenost od zadane tocˇke do tocˇke sjecisˇta (Slika 3.1).
No, postoji i drugi nacˇin na koji mozˇemo saznati kolika je ta udaljenost, a to je da trazˇimo
kruzˇnicu kojoj je centar zadana tocˇka, a cˇija je tangenta zadani pravac (”sˇirenje kruzˇnica”).
Tada je udaljenost tocˇke od pravca jednaka radijusu te kruzˇnice (Slika 3.2). Ovaj nacˇin
je pogodan za nalazˇenje udaljenosti i u taxicab geometriji. Dakle, trazˇimo kruzˇnicu oko
zadane tocˇke koja dira zadani pravac. Pogledajmo Sliku 3.3 a). Primjec´ujemo da je
udaljenost tocˇke od pravca okomita udaljenost od tocˇke do pravca. No takoder mozˇemo
primijetiti kako je nagib zadanog pravca ”plitak”, tj. apsolutna vrijednost mu je manja od
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1 pa se namec´e pitanje sˇto kad je nagib pravca vec´i, odnosno ”strm” kao na Slici 3.3 b).
Apsolutna vrijednost tog pravca vec´a je od 1 te je trazˇena udaljenost zapravo horizontalna
udaljenost od tocˇke do pravca. Sada mozˇemo zakljucˇiti da polozˇaj pravca utjecˇe na to kako
c´emo racˇunati udaljenost zadane tocˇke od tog pravca.
Slika 3.2: Udaljenost od tocˇke A do B - ”sˇirenje kruzˇnica”
Slika 3.3: Vizualizacija t-udaljenosti ”sˇirenjem kruzˇnica”. Tri slucˇaja za a) plitak, b) strm,
c) dijagonalni pravac
Sada josˇ preostaje vidjeti sˇto se dogada kada je nagib pravca jednak 1 (ili −1). To nam po-
kazuje Slika 3.3 c). S obzirom da kruzˇnica ne dira pravac, vec´ se jedan dio kruzˇnice prek-
lapa s pravcem, postoji beskonacˇno putova koji predstavljaju udaljenost tocˇke od pravca u
tom slucˇaju.
Zakljucˇujemo, udaljenost tocˇke od pravca racˇunamo ovako:
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• Ako je pravac ”plitak”, tj. apsolutna vrijednost nagiba tog pravca manja je od 1, tada
mjerimo udaljenost duzˇ vertikalnog puta.
• Ako je pravac ”strm”, tj. apsolutna vrijednost nagiba tog pravca vec´a je od 1, tada
mjerimo udaljenost duzˇ horizontalnog puta.
• Ako je apsolutna vrijednost nagiba pravca jednaka 1, tada mjerimo udaljenost bilo
duzˇ vertikalnog ili horizontalnog puta.
Mozˇemo primijetiti da to slijedi i iz Teorema 2.4.2.
3.2 Skup polovisˇnih tocˇaka dviju tocˇaka
Skup polovisˇnih tocˇaka u euklidskoj geometriji zapravo je simetrala duzˇine koju cˇine te
dvije tocˇke. Do te simetrale lako mozˇemo doc´i imitirajuc´i tzv. sˇirenje kruzˇnica spome-
nuto u prethodnom odjeljku (vidi Sliku 3.4). Koristimo li taj nacˇin u taxicab geometriji
Slika 3.4: Stvaranje skupa polovisˇnih tocˇaka u euklidskoj geometriji sˇirenjem kruzˇnica
pojavljuju se cˇetiri razlicˇita slucˇaja s obzirom na to kako se sijeku t-kruzˇnice. Krenimo
redom:
1. slucˇaj baziramo na Slici 3.5. Ovaj slucˇaj daje rezultat kao i euklidska geometrija. Kada
je duzˇina koja spaja tocˇke horizontalna ili vertikalna, tada t-kruzˇnice koje se sˇire, dodiruju
se u tocˇno jednoj tocˇki, a to je polovisˇte duzˇine AB. Kako se t-kruzˇnice nastavljaju sˇiriti,
dalje se sijeku u tocˇno dvije tocˇke. Tako nastaje isti pravac kao i u euklidskoj geometriji,
tj. simetrala duzˇine AB.
2. slucˇaj: duzˇina AB nije ni horizontalna ni vertikalna (vidi Sliku 3.6). T-kruzˇnice se u
pocˇetku sijeku u duzˇini koja prolazi polovisˇtem duzˇine AB. Kako se t-kruzˇnice nastavljaju
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Slika 3.5: Skup polovisˇnih tocˇaka u taxicab geometriji - 1. slucˇaj
Slika 3.6: Skup polovisˇnih tocˇaka u taxicab geometriji - 2. slucˇaj
sˇiriti, dalje se sijeku u tocˇno dvije tocˇke. T-kruzˇnice dalje formiraju dvije zrake u suprotnim
smjerovima koje se udaljavaju od pocˇetnih tocˇaka.
Primijetimo sada kako su u ovom slucˇaju zapravo sadrzˇana dva slucˇaja. Zrake koje su
formirane sijecˇenjem t-kruzˇnica koje se sˇire, imaju razlicˇite orijentacije s obzirom na nagib
duzˇine AB. Na Slici 3.6 prikazan je slucˇaj kada je nagib manji od 1, a na Slici 3.7 -
(3. slucˇaj) je nagib vec´i od 1.
4. slucˇaj: sada jedino preostaje vidjeti sˇto kada je nagib duzˇine AB jednak 1 (vidi Sliku
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Slika 3.7: Skup polovisˇnih tocˇaka u taxicab geometriji - 3. slucˇaj
3.8). T-kruzˇnice se i ovdje prvo sijeku u duzˇini, no kako se nastavlja sˇirenje t-kruzˇnica tako
se one nastavljaju sijecˇi u duzˇinama, a ne kao u prethodna dva slucˇaja u tocˇkama. Time
nastaje skup polovisˇnih tocˇaka koji se sastoji od dva skupa tocˇaka povezanih dijagonalnom
linijom.
Dakle, samo kad je duzˇina koja spaja dvije zadane tocˇke horizontalna ili vertikalna, skup
polovisˇnih tocˇaka ispada jednostavna linija (pravac) kao i u euklidskoj geometriji. U dru-
gim slucˇajima skup polovisˇnih tocˇaka je po dijelovima linija ili pak u najgorem slucˇaju
cˇak i nije linija vec´ skup tocˇaka. No, kao i u euklidskoj geometriji, skup polovisˇnih tocˇaka
uvijek ukljucˇuje polovisˇte duzˇine koja spaja te dvije tocˇke.
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Slika 3.8: Skup polovisˇnih tocˇaka u taxicab geometriji - 4. slucˇaj
Poglavlje 4
T-kut
Opc´enito, mjeru kuta mozˇemo definirati kao duljinu pripadajuc´eg luka jedinicˇne
kruzˇnice sa sredisˇtem u vrhu kuta. Koristimo li istu definiciju u taxicab geometriji, mozˇemo
primijetiti da c´e se mjera kuta razlikovati od mjere kuta u euklidskoj geometriji, jer kako
smo ranije ustanovili, t-kruzˇnice se razlikuju od kruzˇnica u euklidskoj geometriji.
Krenut c´emo s definicijom jedinice za mjeru kuta.
Definicija 4.0.1. Jedan t-radijan je mjera kuta cˇiji vrh je sredisˇte jedinicˇne t-kruzˇnice i
kojim krakovi odreduju luk jedinicˇne t-duljine (taxicab duljina 1). T-mjera kuta je broj
t-radijana odredenih zadanim lukovima jedinicˇne t-kruzˇnice (vidi Sliku 4.1).
Slika 4.1: T-radijan
4.1 Prijelaz iz euklidske u taxicab mjeru kuta
Ukoliko se jedan krak kuta podudara s pozitivnim dijelom x-osi, kazˇemo da je kut u
standardnom polozˇaju (vidi Sliku 4.1). Oznacˇimo euklidsku (radijansku) mjeru tog kuta s
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θe.
Teorem 4.1.1. Sˇiljasti euklidski kut θe u standardnom polozˇaju ima sljedec´u taxicab mjeru:
θ = 2 − 2
1 + tge θe
=
2 sine θe
sine θe + cose θe
gdje e oznacˇava da se radi o euklidskoj velicˇini ili funkciji.
Dokaz. Drugi krak kuta je polupravac koji prolazi kroz ishodisˇte s nagibom tge θe. Dakle,
taxicab mjera θ euklidskog kuta jednaka je t-udaljenosti od (1, 0) do sjecisˇta pravaca y =
−x + 1 i y = x tge θe.
Za x-koordinatu sjecisˇta dobivamo
x0 =
1
1 + tge θe
,
a y-koordinata je y0 = −x0 + 1. Sada mozˇemo izracˇunati udaljenost od (1, 0) do sjecisˇta
pravaca
θ = 1 − x0 + y0 = 2 − 21 + tge θe
=
2 sine θe
sine θe + cose θe
.

Ukoliko kut nije u standardnom polozˇaju, oznacˇimo sa ϕe euklidsku mjeru dopunjenog
kuta do x-osi (tzv. referentni kut, vidi Sliku 4.2). Tada mozˇemo izvesti opc´u formulu.
Slika 4.2: Kut θ i njegov referentni kut ϕe
Korolar 4.1.2. Neka je kut θe koji nije u standardnom polozˇaju, ϕe euklidska mjera refe-
rentnog kuta, te neka je θ potpuno sadrzˇan u jednom kvadrantu, tada kut ima t-mjeru:
θ =
2
1 + tge φe
− 2
1 + tge(θe + φe)
=
2 sine θe
(cose(θe + φe) + sine(θe + φe))(cose φe + sine φe)
(4.1)
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Da bismo dokazali ovaj korolar, prvo trebamo pronac´i t-mjeru kutova (θe + ϕe) i ϕe u
standardnom polozˇaju, a zatim izracˇunati razliku.
Ovaj korolar povlacˇi da c´e isti kut (u euklidskom smislu) u razlicˇitim polozˇajima imati
razlicˇite t-mjere. Taxicab kutovi jesu invarijantni translacijski, ali ne i rotacijski.
Taxicab mjeru ostalih kutova takoder mozˇemo pronac´i, no u nekim slucˇajima c´e biti kom-
pliciranija, jer kutovi koji lezˇe u dva ili visˇe kvadranata obuhvac´aju krajeve jedinicˇne
kruzˇnice.
Pravi kut
Pravi kut je kut cˇija je mjera pi/2 radijana ili 90 stupnjeva. Ranije je spomenuto
kako isti kut u razlicˇitim polozˇajima ima razlicˇite t-mjere, no za prave kutove to ne vrijedi.
Zaista, mjera pravog kuta ne ovisi o ϕe.
Teorem 4.1.3. Taxicab mjera za bilo koji euklidski pravi kut iznosi 2 t-radijana.
Slika 4.3: Pravi kut u taxicab geometriji
Dokaz. Bez smanjenja opc´enitosti, neka je θe euklidski pravi kut koji obuhvac´a y-os. Kao
na Slici 4.3, podijelimo kut θ na dva manja kuta, αe i βe s referentnim kutovima pi/2 − αe
i pi/2 − βe. Vrijedi da je αe = pi/2 − βe te cos(pi/2 − αe) = sinαe pa koristec´i prethodni
POGLAVLJE 4. T-KUT 49
korolar slijedi da je mjera pravog kuta:
θ = α + β
=
2 sine αe
(cose pi/2 + sine pi/2)(cose(pi/2 − αe) + sine(pi/2 − αe))
+
2 sine βe
(cose pi/2 + sine pi/2)(cose(pi/2 − βe) + sine(pi/2 − βe))
=
2 sine αe
sine αe + cose αe
+
2 sine βe
cose αe + sine αe
=
2 sine αe
sine αe + cose αe
+
2 sine(pi/2 − αe)
cose αe + sine αe
=
2 sine αe
sine αe + cose αe
+
2 cose αe
cose αe + sine αe
=
2(sine αe + cose αe)
sine αe + cose αe
= 2
(4.2)

Napomena: Primijetimo da iz prethodnog teorema slijedi da je broj 4 analogon broja pi.
Duljina luka
Teorem 4.1.4. Duljina s luka dobivena presjekom t-kruzˇnice radijusa r sa sredisˇnjim kutom
θ dana je formulom s = rθ (vidi Sliku 4.4).
Dokaz. Polupravci y = k1x i y = k2x tvore kut θ. U taxicab geometriji on ima mjeru:
θ = 2 − 2
1 + tge θe
,
pri cˇemu tge θe odreduje smjer pravca y = kx koji odreduje θ. Dakle, k = tgeθe. Zanima nas
cˇemu je k jednak u taxicab geometriji. Imamo:
2
1 + tge θe
= 2 − θ
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odnosno
1 + tge θe =
2
2 − θ
tge θe =
2
2 − θ − 1
=
2 − 2 + θ
2 − θ
=
θ
2 − θ
(4.3)
Dalje imamo za x1:
k1x = −x + r
x(k1 + 1) = r
x1 =
r
k1 + 1
Izrazimo k1 kao u 4.3:
x1 =
r
ϕ
2−ϕ + 1
=
r(2 − ϕ)
2
(4.4)
Analogno za x2:
k2x = −x + r
x(k2 + 1) = r
x2 =
r
k2 + 1
Izrazimo k2 kao u 4.3:
x2 =
r
ϕ+θ
2−ϕ−θ + 1
=
r(2 − ϕ − θ)
2 − ϕ − θ + ϕ + θ
=
r(2 − ϕ − θ)
2
(4.5)
Sada racˇunamo:
s = |x2 − x1| + |y2 − y1|
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s = |x2 − x1|
(
1 +
|y2 − y1|
|x2 − x1|
)
Primijetimo da je y2−y1x2−x1 koeficijent smjera pravca kojem pripadaju tocˇke S 1 i S 2, a s obzirom
da one lezˇe na pravcu y = −x + r tada on iznosi −1 pa imamo:
s = |x2 − x1|(1 + | − 1|)
s = 2|x2 − x1|
Sada uvrsˇtavamo izraze koje smo dobili u 4.4 i 4.5 za x1 i x2, redom:
s = 2 · r
2
|2 − ϕ − θ − (2 − θ)|
s = rθ
(4.6)

Slika 4.4: Duljina luka kao produkt mjere sredisˇnjeg kuta i radijusa kruzˇnice
4.2 Dijeljenje kuta
U srednjoj sˇkoli naucˇili smo kako podijeliti kut na dva dijela. Nadalje, upoznali
smo se i s problemom trisekcije kuta i njegovom nerjesˇivosˇc´u 1. U taxicab geometriji ovaj
11837. Pierre Wantzel dokazao je da se kut ne mozˇe konstruktivno (pomoc´u ravnala i sˇestara) podijeliti
na tri dijela.
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je problem rijesˇen zahvaljujuc´i jednostavnosti t-kutova, koji su definirani kao segmenti
pravca. T-kut mozˇemo proizvoljno podijeliti na bilo koji broj jednakih kutova.
Dijeljenje t-kutova na proizvoljan broj jednakih dijelova prvi puta je bilo spomenuto u
radu Thompsona i Draya o taxicab kutovima i trigonometriji. Kasnije je to ispitao Robert
Dawson u cˇlanku o aksiomatskoj taxicab geometriji. Ipak, i dalje je nejasno mozˇe li se t-kut
dijeliti proizvoljno sa samo taxicab konstrukcijama. Postoje mnoge euklidske konstrukcije
za dijeljenje duzˇine na proizvoljno mnogo dijelova, stoga se one mogu koristiti za dijeljenje
t-kuta na proizvoljno mnogo dijelova. No, kako bi izgledalo dijeljenje t-kuta samo taxicab
konstrukcijama?
Konstrukcija: dijeljenje t-segmenta nagiba 1 na n ≥ 3 jednakih dijelova
Neka je dana duzˇina AB t-duljine 2, s nagibom 1 u ishodisˇtu A. Konstruirajmo t-kruzˇnicu
radijusa 2 sa sredisˇtem u B (Slika 4.5). Zatim konstruirajmo t-kruzˇnicu radijusa 2 sa
sredisˇtem u A. Ako je n > 3 u sjecisˇtu t-kruzˇnice oko A i pravca AB, konstruirajmo t-
kruzˇnicu radijusa 2l. Ako je n > 4, ponoviti zadnji korak josˇ n − 4 puta. Zatim povucimo
pravac iz donjeg kuta posljednje t-kruzˇnice prema tocˇki B. Tocˇku u kojoj taj pravac sijecˇe
t-kruzˇnicu sa sredisˇtem u B oznacˇimo sa P. Nadalje, povucimo pravac iz gornjeg kuta t-
kruzˇnice oko A kroz P te presjek tog pravca sa segmentom AB oznacˇimo sa C. T-duljina
dobivenog segmenta AC jednaka je 2l/n.
Slika 4.5: Konstrukcija - dijeljenje duzˇine na n jednakih dijelova (ovdje: n = 3 i n = 4)
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Dokaz. Neka je A(0, 0) i B(l, l). Donji kut zadnje konstruirane t-kruzˇnice nalazi se u tocˇki
((3 − n)l, (1 − n)l). Pravac koji prolazi tom tocˇkom i tocˇkom B ima jednadzˇbu
y =
n
n − 2(x − l) + l.
Ovaj pravac sijecˇe pravac y = −x u tocˇki P koja ima x-koordinatu x = ln−1 . Pravac iz tog
sjecisˇta kroz tocˇku (0, 2l), koja se nalazi u gornjem kutu t-kruzˇnice sa sjecisˇtem u A, ima
jednadzˇbu
y = (1 − 2n)x + 2l.
Ovaj pravac sijecˇe pravac y = x u x = l/n. Pritom je udaljenost od A do C jednaka
d(A,C) = | l
n
− 0| + | l
n
− 0| = 2l
n
.

Ta konstrukcija ne smije biti ogranicˇena samo na pravce s nagibom 1. Ovdje smo tako
radili samo zbog pojednostavljivanja racˇuna te jer su kutovi t-radijana definirani duzˇ dija-
gonalnog pravca. Opc´om konstrukcijom mozˇemo podijeliti t-kutove na proizvoljno mnogo
jednakih kutova, jer je t-radijan samo t-duljina duzˇ pravca s nagibom −1. Ovime osim sˇto
smo naucˇili kako podijeliti t-kut i t-segment na proizvoljno mnogo jednakih dijelova, pro-
izveli smo josˇ jednu metodu za dijeljenje euklidske duzˇine (Slika 4.6).
Slika 4.6: Opc´a konstrukcija - dijeljenje duzˇine na n jednakih dijelova (ovdje: n = 3 i
n = 4)
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4.3 Upisani kutovi (Obodni kut)
U euklidskoj geometriji smatramo upisanim kutovima sve kutove manje od pi radi-
jana. No u taxicab geometriji kruzˇnice nisu zakrivljene, vec´ se sastoje od ravnih crta, stoga
neki t-kutovi ne mogu biti upisani (vidi Sliku 4.7). Hoc´e li t-kut biti upisan ovisi o velicˇini
Slika 4.7: T-kut koji nije upisan
kuta, ali i o njegovom polozˇaju (vidi Sliku 4.8). Stoga neki kutovi koji su samo malo vec´i
od 2 t-radijana nisu upisani, dok neki kutovi malo manji od 4 t-radijana jesu upisani.
a) b) c)
Slika 4.8: Upisani t-kutovi. T-kut je: a) strogo pozitivno upisan, b) potpuno upisan, c)
strogo negativno upisan
Sada c´emo se kroz nekoliko definicija upoznati s razlicˇitim vrstama upisanih kutova.
Definicija 4.3.1. T-kut je pozitivno upisan ako se pravac, cˇiji je nagib 1, kroz vrh tog kuta
nalazi izvan kuta.
Definicija 4.3.2. T-kut je negativno upisan ako se pravac, cˇiji je nagib −1, kroz vrh tog
kuta nalazi izvan kuta.
Definicija 4.3.3. T-kut je upisan, ako je pozitivno upisan ili negativno upisan, ili oboje.
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Definicija 4.3.4. T-kut je potpuno upisan, ako je pozitivno upisan i negativno upisan.
Definicija 4.3.5. T-kut je strogo pozitivno upisan, ako je pozitivno upisan, ali nije nega-
tivno upisan. Slicˇno, t-kut je strogo negativno upisan, ako je negativno upisan, ali nije
pozitivno upisan.
a) b)
Slika 4.9: Euklidski teorem o upisanim kutovima ne vrijedi u taxicab geometriji
Primijetimo da teorem o sredisˇnjem i obodnom kutu iz euklidske geometrije ne vri-
jedi u taxicab geometriji. Na Slici 4.9 vidimo dva primjera u kojima je omjer obodnog
prema sredisˇnjem kutu nad istim lukom razlicˇit. Lijevo, obodni kut α ima mjeru 1 t-radijan,
a sredisˇnji θ 2 t-radijana. A desno, α ponovo ima mjeru 1 t-radijana, dok θ iznosi 2.5 t-
radijana.
4.4 Kutovi uz paralelne pravce
U euklidskoj geometriji koristimo teoreme koji govore o kutovima uz presjecˇnicu
paralelnih pravaca, sada nas zanima imaju li ti teoremi smisla u taxicab geometriji. Primije-
timo za pocˇetak da je t-udaljenost invarijanta pri translaciji, rotaciji za pravi kut, zrcaljenju
oko horizontalnog ili vertikalnog pravca, ili kompoziji tih preslikavanja. S obzirom da se
t-kutovi mjere koristec´i t-udaljenost, t-kutovi su takoder invarijante kod tih preslikavanja.
Teorem 4.4.1. Vrsˇni kutovi su sukladni.
Dokaz. Gledajuc´i Sliku 4.10 mozˇemo primijetiti da je jedan kut sadrzˇan u drugom, pri-
mjenimo li na njega kompoziciju dviju refleksija, oko horizontalnog i vertikalnog pravca.
Stoga, vrsˇni kutovi su sukladni. 
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Slika 4.10: T-kut koji nije upisan
Teorem 4.4.2. Neka su dana dva paralelna pravca i njihova transverzala. Unutarnji iz-
mjenicˇni kutovi uz transverzalu su sukladni.
Slika 4.11: Kutevi pri transverzali
Dokaz. Kao na Slici 4.11, translatirajmo kut α duzˇ presjecˇnice tako da on bude nasuprot
kuta β. Taj translatirani kut ima istu mjeru kao i α. S obzirom da su nasuprotni kutovi
jednaki (prema teoremu 4.4.1), onda su α i β jednaki. 
Poglavlje 5
T-konike
Poznato je da u euklidskoj geometriji konike mozˇemo definirati na visˇe nacˇina. Jed-
nako tako u taxicab geometriji matematicˇari su definirali konike na razlicˇite nacˇine. E.F.
Krausse proucˇavao je t-elipsu i t-hiperbolu koristec´i definicije dane sa dva fokusa, a t-
parabolu pomoc´u fokusa i direktrise. Te smo skupove prikazali u Poglavljima 2.2-2.4. S
druge strane, Laatsch definira konike koristec´i pristup fokus - direktrisa, tj. analogonima
Pappus-Bosˇkovic´evih definicija. Pritom ukazujuc´i na to da su t-konike dobivene projici-
ranjem ravninskih presjeka cˇetverostrane piramide na ravninu koja je okomita na os pira-
mide. Prisjetimo se Pappus-Bosˇkovic´evih definicija za konike u euklidskoj geometriji, u
kojima se one razlikuju ovisno o omjeru udaljenosti tocˇke do fokusa i udaljenosti te tocˇke
do direktrise, za bilo koju tocˇku konike.
Skupovi t-elipsa i t-hiperbola opisanih na ova dva nacˇina medusobno se razlikuju, tj.
lik definiran preko dva fokusa i lik definiran fokusom i direktrisom nisu jednaki. Sada c´emo
vidjeti kojim su jednadzˇbama odredene konike, te ih klasifirati na temelju koeficijenata u
tim jednadzˇbama.
5.1 Opc´e jednadzˇbe za t-konike
Lema 5.1.1. Udaljenost tocˇke P(x0, y0) do pravca l . . . ax + by + c = 0 u t-ravnini dana je
jednadzˇbom:
dT (P, l) =
|ax0 + by0 + c|
max{|a|, |b|} .
Dokaz. U taxicab geometriji udaljenost od tocˇke P do pravca l definirana je kao
dT (P, l) = najmanja od svih udaljenosti dT (P, X) gdje je X ∈ l
= min
X∈l
dT (P, X)
(5.1)
57
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Na temelju zakljucˇka u poglavlju 3.1, s obzirom da je X sjecisˇte pravca l sa pravcima x = x0
i y = y0 imamo:
dT (P, l) =

min{| ax0+by0+cb |, | ax0+by0+ca |}, if a , 0 , b
|by0+cb |, if a = 0
|ax0+ca |, if b = 0
= (max{|a|, |b|})−1 · |ax0 + by0 + c|
(5.2)

Teorem 5.1.2. Taxicab konika sa fokusima (x1, y1) i (x2, y2) ili sa fokusom (x1, y1) i direk-
trisom ax + by + c = 0 dana je jednadzˇbom
|x − x1| + |y − y1| + α(|x − x2| + |y − y2|) + β(|ax + by + c|) ∓ αγ = 0 (5.3)
gdje je α ∈ {−1, 0, 1}, β = e(α2 − 1)(max{|a|, |b|})−1, γ ≤ 0 i e je ekscentricitet dane konike.
Dokaz. Taxicab konika s fokusima (x1, y1) i (x2, y2) dana je jednadzˇbom
|x − x1| + |y − y1| + p(|x − x2| + |y − y2|) = ∓q (5.4)
gdje je p ∈ {−1, 1} i q ≥ 0.
Slicˇno, taxicab konika s fokusom (x1, y1) i direktrisom l . . . ax + by + c = 0 dana je jed-
nadzˇbom:
|x − x1| + |y − y1| + r|ax + by + c| = 0, r < 0 (5.5)
Stoga linearna kombinacija 5.4 i 5.5
a1(|x − x1| + |y − y1|) + a2(|x − x2| + |y − y2|) + a3(|ax + by + c|) ∓ a4 = 0 (5.6)
predstavlja sve taxicab konike.
Za a1 , 0, uzmimo a1 = 1. Jednadzˇba 5.6 sadrzˇi jednadzˇbu 5.4 akko a2 ∈ {−1, 1}, a3 = 0
i a4 = 0. Stoga, a4 = a2γ i s > 0, γ ≤ 0. Neka je sada a2 = α. Tada jednadzˇba 5.6 postaje:
|x − x1| + |y − y1| + α(|x − x2| + |y − y2|) + (α2 − 1)s|ax + by + c| ∓ αγ = 0
(4) gdje je α ∈ {−1, 0, 1}, s > 0 i y ≤ 0.
Uvrstimo li u gornju jednadzˇbu α = 0 dobivamo:
|x − x1| + |y − y1|
|ax + by + c| = s.
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Koristec´i lemu 5.1.1 dobivamo
e = max{|a|, |b|} · |x − x1| + |y − y1||ax + by + c| = s ·max{|a|, |b|}.
Ocˇito je e ekscentricitet konika. Tj.
s = e(max{|a|, |b|})−1
i
(α2 − 1) · (max{|a|, |b|})−1 = β
cˇime je dokaz gotov.

Napomena:
1. Primijetimo da nije potrebno gledati slucˇaj kada je desna strana jednadzˇbe ( 5.4) jednaka
−q za slucˇaj t-elipse. Tada je dovoljno u opc´u jednadzˇbu umjesto ±αγ uzeti αγ kada je
α = 1.
2. Ocˇito, opc´a jednadzˇba taxicab konika mozˇe biti:
||x − x1| + |y − y1| + α(|x − x2| + |y − y2|)| + β|ax + by + c||α|γ = 0, γ ≤ 0
pri cˇemu su α i β isti kao u iskazu teorema.
5.2 Klasifikacija t-konika
T-konike definirane jednadzˇbom 5.3 dijelimo u dvije klase ovisno o koeficijentu α:
• t-konike za koje je α = 0 zovemo fokus-direktrisa t-konike
• t-konike za koje je α = ∓1 zovemo dvofokusne t-konike.
Posebno, ako je α = 1 t-koniku josˇ zovemo dvofokusna t-elipsa, a ako je α = −1 dvo-
fokusna t-hiperbola. Slicˇno, fokus-direktrisa konike zovemo razlicˇitim imenima ovisno o
e:
• fokus-direktrisa elipsa, ako je 0 < e < 1
• fokus-direktrisa parabola, ako je e = 1
• fokus-direktrisa hiperbola, ako je e > 1.
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Kako bismo dalje ispitali sve tipove konika, za pocˇetak c´emo dati neke kratice koje c´emo
koristiti tijekom daljnjeg teksta: Neka su F1 = (x1, y1) i F2 = (x2, y2) dvije fiksirane tocˇke
(fokusi), pri cˇemu je x1 ≤ x2 i neka m predstavlja nagib pravca F1F2 u taxicab ravnini. Uzet
c´emo m = ∞ akko je pravac F1F2 paralelan s y-osi. Za pravac, duzˇinu ili zraku kazˇemo da
je horizontalna ako je paralelna x-osi, a vertikalna ako je paralelna y-osi.
Degeneriran pravac je dio ravnine koji se sastoji od duzˇine nagiba 1 ili −1 i dviju horizon-
talnih (ili dviju vertikalnih) zraka sa suprotnim orijentacijama (vidi Sliku 5.1). Jednadzˇba
Slika 5.1: Degenerirani pravac
5.3 dopusˇta klasificiranje t-konika kao u sljedec´im teoremima:
Teorem 5.2.1. Tipovi dvofokusnih t-konika danih jednadzˇbom 5.3 su jedinstveno odredeni
koeficijentima α, γ te polozˇajem fokusa F1 = (x1, y1) i F2 = (x2, y2) kao u tablicama 5.1,
5.2, 5.3, 5.4.
Teorem 5.2.2. Tipovi fokus-direktrisa t-konika danih jednadzˇbom 5.3 su jedinstveno odre-
deni ekscentricitetom e te polozˇajem direktrise l . . . ax+by+c = 0 i fokusa F = F1 = (x1, y1)
kao u tablicama 5.5, 5.6, 5.7.
Dalje c´emo koristiti oznaku: dT (F1, F2) = δ.
Nagib svih duzˇina koje pripadaju lokusu uvijek je element skupa {−1, 0, 1,∞} kada lokus
ne sadrzˇi dio ravnine u tablici 5.1. Ako je lokus dio ravnine tada su njegove granice ili
okomite ili vodoravne. T-kruzˇnice, sˇesterokute i osmerokute smatramo pravim t-elipsama
u familiji dvofokusnih t-elipsa.
POGLAVLJE 5. T-KONIKE 61
Tablica 5.1: Dvofokusne t-elipse (α = 1)
|x − x1| + |y − y1| + |x − x2| + |y − y2| + γ = 0, γ ≤ 0
Polozˇaj od F1, F2, m γ Lokus
F1 = F2 γ = 0 Tocˇka (x1, y1)
F1 , F2 γ = 0 Prazan skup
F1 = F2 γ < 0 T-kruzˇnica sa sredisˇtem F1 i radijusom −γ2
0,∞ −γ = δ Segment [F1F2]−γ > δ Sˇesterokut
±1 −γ = δ Kvadrat s dijagonalom [F1F2]−γ > δ Osmerokut
, ∓1
, 0,∞
−γ = δ Pravokutnik s dijagonalom [F1F2]
−γ > δ Osmerokut
Ostali slucˇaji −γ < δ Prazan skup
Fokus F se ne nalazi na direktrisi l za taxicab konike dane u tablicama 5.5 i 5.6. Fokus-
direktrisa konike dane jednadzˇbom 5.3 zovu se degenerirane ako je fokus na direktrisi.
Dokaz. Teoremi 5.2.1 i 5.2.2 se mogu lako dokazati koristec´i gornje tablice. Npr. pret-
postavimo da α = 0, e > 1 i | − ab | > e. Tada se jednadzˇba 5.3 reducira na
|x − x1| + |y − y1| − e|x + ba−1y + ca−1| = 0
sˇto predstavlja sljedec´e cˇetiri linearne jednadzˇbe:
l1 . . . a(1 − e)x + (a − eb)y = a(x1 + y1) + ec
ako (x ≤ x1, ax + by + c < 0, y < y1) ili (x ≥ x1, ax + by + c > 0, y > y1); i
l2 . . . a(e − 1)x + (a + eb)y = −a(x1 − y1) − ec
ako (x ≤ x1, ax + by + c < 0, y < y1) ili (x ≥ x1, ax + by + c > 0, y < y1); i
l3 . . . a(1 + e)x − (a − eb)y = a(x1 − y1) − ec
ako (x > x1, ax + by + c < 0, y ≤ y1) ili (x < x1, ax + by + c > 0, y ≥ y1); i
l4 . . . a(1 + e)x + (a + eb)y = a(x1 + y1) − ec
ako (x > x1, ax + by + c < 0, y ≥ y1) ili (x < x1, ax + by + c > 0, y ≤ y1). Sjecisˇta gornjih
pravaca su:
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Tablica 5.2: Dvofokusne t-hiperbole (α = −1) - 1.dio
|x − x1| + |y − y1| − (|x − x2| + |y − y2|) = ±γ, γ ≤ 0
Nagib od
F1F2 = m
γ Lokus
0,∞ γ = 0 Simetrala duzˇine F1F2
−1, 1 γ = 0
Dijelovi ravnine spojeni duzˇinom
{(x, y) : (x ≤ x1, y ≥ y2) ili (x ≥ x2, y ≤ y1)}
i duzˇinom koja spaja vrhove tih dijelova ili
{(x, y) : (x ≤ x1, y ≤ y2) ili (x ≥ x2, y ≥ y1)}
i duzˇinom koja spaja vrhove vrhove tih dijelova,
za m = 1 i m = −1.
, ∓1
, 0,∞
γ = 0
Degenerirani pravac koji se sastoji od duzˇine koja
prolazi sredisˇtem F1F2, te dvaju horizontalnih
ili vertikalnih polupravca koji pocˇinju na
krajevima te duzˇine, za |m| > 1 ili |m| < 1.
0,∞
−γ = δ
Dio ravnine s dva dijela.
R − {(x, y) : (x1 < x < x2)} ili
R2\{(x, y) : min{y1, y2} < y < max{y1, y2}},
za x1 < x2 ili x1 = x2 .
−γ < δ
Dva vertikalna pravca ili dva horizontalna pravca,
okomita na duzˇinu F1F2 tako da udaljenost
od sredisˇta duzˇine F1F2 do tih pravaca je
−γ
2 ,
za x1 < x2 ili x1 = x2.
−1, 1
−γ = δ
Dio ravnine s dva dijela.
{(x, y) : (x ≤ x1, y ≤ y1) ili (x ≥ x2, y ≥ y2)} ili
{(x, y) : (x ≤ x1, y ≥ y1) ili (x ≥ x2, y ≤ y2)}
s vrhovima u F1 i F2, za m = 1 ili m = −1.
−γ < δ
Prava taxicab hiperbola, cˇija se svaka grana
sastoji od duzˇine te horizontalnog i vertikalnog
polupravca tako da su grane simetricˇne s obzirom
na simetralu duzˇine F1F2.
l1 ∩ l2 = ((ax1 + bey1 + ec)(a − ae)−1, y1)
l1 ∩ l3 = (x1, (aex1 + ay1 + ec)(a − be)−1)
l1 ∩ l4 = ((bx1 + by1 + c)(b − a)−1, (ax1 + ay1 + c)(a − b)−1)
l2 ∩ l3 = ((bx1 − by1 − c)(a + b)−1, (ay1 − ax1 − c)(a + b)−1)
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Tablica 5.3: Dvofokusne t-hiperbole (α = −1) - 2.dio
, ∓1
, 0,∞ −γ = δ
Dio ravnine s dva dijela.
{(x, y) : (x ≤ x1, y ≤ y1) ili (x ≥ x2, y ≥ y2)} ili
{(x, y) : (x ≤ x1, y ≥ y1) ili (x ≥ x2, y ≤ y2)}
s vrhovima F1, F2 za m > 0 ili m < 0.
(0, 1)
−γ < δ
ili
−γ = 1−m(x2−x1)−1
Dva dijela ravnine, svaki sa repom.
Dijelovi su: {(x, y) : x ≤ x1, y ≥ y2} i
{(x, y) : x ≥ x2, y ≤ y1}, a svaki rep
sastoji od duzˇine i vertikalnog polupravca.
Dijelovi lokusa su simetricˇni s obzirom na
sredisˇte duzˇine F1F2.
(1,∞)
−γ < δ
ili
−γ = m−1(x2−x1)−1
Dva dijela ravnine, svaki sa repom.
Dijelovi su: {(x, y) : x ≤ x1, y ≥ y2} i
{(x, y) : x ≥ x2, y ≤ y1}, a svaki rep
sastoji od duzˇine i horizontalnog polupravca.
Dijelovi lokusa su simetricˇni s obzirom na
sredisˇte duzˇine F1F2.
(−1, 0)
−γ < δ
ili
−γ = 1+m(x2−x1)−1
Dva dijela ravnine, svaki sa repom.
Dijelovi su: {(x, y) : x ≤ x1, y ≤ y2} i
{(x, y) : x ≥ x2, y ≥ y1}, a svaki rep
sastoji od duzˇine i vertikalnog polupravca.
Dijelovi lokusa su simetricˇni s obzirom na
sredisˇte duzˇine F1F2.
(−∞,−1)
−γ < δ
ili
−γ = 1+m(x1−x2)−1
Dva dijela ravnine, svaki sa repom.
Dijelovi su: {(x, y) : x ≤ x1, y ≤ y2} i
{(x, y) : x ≥ x2, y ≤ y1}, a svaki rep
sastoji od duzˇine i horizontalnog polupravca.
Dijelovi lokusa su simetricˇni s obzirom na
sredisˇte duzˇine F1F2.
l2 ∩ l4 = (x1, (ay1 − aex1 − ec)(a + be)−1)
l3 ∩ l4 = ((ax1 − bey1 − ec)(a + ae)−1, y1).
Sada su moguc´a cˇetiri podslucˇaja:
Ako je −ab > e i ax1 + by1 + c > 0 tada je jednostavno pokazati da dvije duzˇine na pravcima
l1 i l2 u dijelu ravnine ax1 + bey1 + ec)(a − ae)−1 ≤ x ≤ x1 i cˇetiri zrake sadrzˇane u l3 i l4 u
dijelu ravnine x ≤ (ax1 − bey1 − ec)(a + ae)−1 ili x ≥ x1 pripadaju lokusu.
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Tablica 5.4: Dvofokusne t-hiperbole (α = −1) - 3.dio
0, 1
−γ < δ
ili
−γ < 1−m(x2−x1)−1
Par paralelnih degeneriranih pravaca, u kojima je
nagib duzˇina −1 i polupravci su vertikalni.
−γ < δ
ili
−γ > 1−m(x2−x1)−1
Prava taxicab hiperbola, cˇije se grane sastoje
od duzˇine nagiba −1, vertikalnog i horizontalnog
polupravca.
1,∞
−γ < δ
ili
−γ < m−1(x2−x1)−1
Par paralelnih degeneriranih pravaca, u kojima je
nagib duzˇina −1 i polupravci su horizontalni.
−γ < δ
ili
−γ > m−1(x2−x1)−1
Prava taxicab hiperbola, cˇije se grane sastoje
od duzˇine nagiba −1, vertikalnog i horizontalnog
polupravca.
−1, 0
−γ < δ
ili
−γ < 1+m(x2−x1)−1
Par paralelnih degeneriranih pravaca, u kojima je
nagib duzˇina 1 i polupravci su vertikalni.
−γ < δ
ili
−γ > 1+m(x2−x1)−1
Prava taxicab hiperbola, cˇije se grane sastoje
od duzˇine nagiba 1, vertikalnog i horizontalnog
polupravca.
−∞,−1
−γ < δ
ili
−γ < 1+m(x1−x2)−1
Par paralelnih degeneriranih pravaca, u kojima je
nagib duzˇina 1 i polupravci su horizontalni.
−γ < δ
ili
−γ > 1+m(x1−x2)−1
Prava taxicab hiperbola, cˇije se grane sastoje
od duzˇine nagiba 1, vertikalnog i horizontalnog
polupravca.
∀m −γ > δ Prazan skup.
Ako je −ab > e i ax1 + by1 + c < 0 tada dvije duzˇine na pravcima l1 i l2 u dijelu ravnine
x1 ≤ x ≤ (ax1 + bey1 + ec)(a− ae)−1 i cˇetiri zrake na pravcima l3 i l4 u dijelu ravnine x ≤ x1
ili x ≥ (ax1 − bey1 − ec)(a + ae)−1 pripadaju lokusu.
Ako je −ab < −e i ax1 + by1 + c < 0 tada lokus sadrzˇi dvije duzˇine na pravcima l3 i l4 u
dijelu ravnine x1 ≤ x ≤ (ax1 − bey1 − ec)(a + ae)−1 i cˇetiri zrake na pravcima l1 i l2 u dijelu
ravnine x ≤ x1 ili x ≥ (ax1 + bey1 + ec)(a − ae)−1.
Konacˇno, ako je −ab < −e i ax1 + by1 + c > 0 tada lokus sadrzˇi dvije duzˇine na pravcima l3
i l4 u dijelu ravnine (ax1 − bey1 − ec)(a + ae)−1 ≤ x ≤ x1 i cˇetiri zrake na pravcima l1 i l2 u
dijelu ravnine x ≤ (ax1 + bey1 + ec)(a − ae)−1 ili x ≥ x1.
Sˇtovisˇe, u svim slucˇajima su sjecisˇta l1 ∩ l4 i l2 ∩ l3 na direktrisi.
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Tablica 5.5: Fokus - direktrisa taxicab konike (α = 0) - 1.dio
|x − x1| + |y − y1| + e(max{|a|, |b|}−1|ax + by + c| = 0)
e −ab Lokus
0 < e
e < 1 ∀−ab
Cˇetverokut s vertikalnom i horizontalnom dijagonalom
koje prolaze kroz F
e = 1
|−ab | = 1
Prava taxicab parabola, koja se sastoji od duzˇine,
vertikalnog i horizontalnog polupravca.
A simetrala te duzˇine ujedno je os simetrije.
|−ab | , 1
Prava taxicab parabola, koja se sastoji od dviju
duzˇina i dvaju horizontalnih ili dvaju vertikalnih
polupravaca, za |−ab | > 1 ili |−ab | < 1
e > 1
−a
b ∈ {0,∞}
Taxicab hiperbola s dvije grane. Jedna od grana
sastoji se od dviju duzˇina i dva polupravca.
Druga grana sastoji se samo od dva polupravca koji
imaju suprotne orijentacije od prvih polupravaca.
Tamo gdje pravac prolazi kroz F i okomit je na
l je os simetrije. Cˇetiri polupravca nalaze se na dva
pravca koji se sijeku u tocˇki koja se nalazi na osi
simetrije. Ta tocˇka je pocˇetna tocˇka
polupravcima iz druge grane.
−a
b ∈ {−1, 1}
Taxicab hiperbola s dvije grane. Svaka grana
sastoji se od duzˇine i dva polupravca. Tamo gdje
pravac prolazi kroz F i okomit je na l je os
simetrije. Sva cˇetiri polupravca nalaze se na
dva pravca cˇije je sjecisˇte na osi simetrije.
1 , |−ab | < e
a , 0
Taxicab hiperbola s dvije grane. Svaka grana
sastoji se od duzˇine i dva polupravca. Svi
polupravci se nalaze na dva pravca cˇije se sjecisˇte
nalazi na direktrisi.
Slicˇno se dokazuju i preostali slucˇaji.

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Tablica 5.6: Fokus - direktrisa taxicab konike (α = 0) - 2.dio
e > 1
|−ab | = e
Taxicab hiperbola s dvije grane. Jedna od grana
sastoji se od duzˇine i dva polupravca od kojih je
jedan vertikalan. Druga grana sastoji se samo od
dva polupravca od kojih je jedan vertikalan. Dva
polupravca koja nisu vertikalna, nalaze se na pravcu.
|−ab | > e
b , 0
Taxicab hiperbola s dvije grane. Jedna od grana
sastoji se od dviju duzˇina i dva polupravca.
Druga grana sastoji se samo od dva polupravca koji
imaju suprotnu orijentaciju od prvih polupravaca.
Sva cˇetiri polupravca nalaze se na dva pravca.
Svaki od ta dva pravca, direktrisa i pravac koji sadrzˇi
jednu od duzˇina se podudaraju.
Tablica 5.7: Degenerirane fokus - direktrisa taxicab konike (α = 0)
|x − x1| + |y − y1| + e(max{|a|, |b|}−1|ax + by + c| = 0)
e −ab Lokus
0 < e < 1 ∀(a, b) Tocˇka F = (x1, y1)
e = 1
−a
b ∈ {−1, 1}
Dijelovi ravnine:
{(x, y) : (x ≤ x1, y ≥ y1) ili (x ≥ x1, y ≤ y1)}
ili
{(x, y) : (x ≤ x1, y ≤ y1) ili (x ≥ x1, y ≥ y1)}
−a
b < {−1, 1}
Jedan od pravaca x = x1 ili y = y1, ovisno
je li |a| < |b| ili |a| > |b|.
e > 1
−a
b = −e Pravac y = (1−e2 )x + (e+1)by1+c(1−e)2be
koji prolazi tocˇkom F.
−a
b > 1 i b , 0 Tocˇka F = (x1, y1)
b = 0 ili
(−−ab ≤ 1 i −ab , −e) Dva pravca koja prolaze tocˇkom F.
5.3 Primjena: Grafovi taxicab konika
Grafovi taxicab konika lako se crtaju ako su dani jednadzˇbom 5.3. Na Slikama 5.2 i 5.3
su dani grafovi nekih taxicab konika.
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Slika 5.2: Grafovi nekih t-konika - 1.dio
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Slika 5.3: Grafovi nekih t-konika - 2.dio
Poglavlje 6
Taxicab geometrija u srednjoj sˇkoli
Nastava matematike ucˇenicima omoguc´uje primjenu matematike i matematicˇko spo-
razumijevanje u razlicˇitim zˇivotnim situacijama, gdje c´e aktivnim pristupom svladavati
nove matematicˇke koncepte i rjesˇavati razlicˇite probleme. I nastavnicima je korisno prosˇi-
rivati vlastito matematicˇko znanje kako bi mogli iz dana u dan ukljucˇivati nove sadrzˇaje ili
pokazati stare sadrzˇaje na nov nacˇin. Iz obrazovnih dokumenata je vidljivo da je korisno
ucˇenike poticati na kreativno i apstraktno razmisˇljanje. S obzirom da je taxicab geometrija
slicˇna euklidskoj geometriji, s kojom su ucˇenici veoma dobro upoznati, lako je mozˇemo
uvesti na nastavu. U prvom razredu srednje sˇkole u nastavi matematike pojavljuje se cje-
lina ”Koordinatni sustav u ravnini” te bi po zavrsˇetku te cjeline mogli uvesti jedan do dva
sata kako bi se ucˇenici, vodeni nastavnikom i heuristicˇkom metodom upoznali s taxicab
geometrijom.
6.1 Plan aktivnosti
Ucˇenici c´e istrazˇiti taxicab geometriju, otkriti formulu za udaljenost te pokazati slicˇnost
izmedu taxicab i euklidske geometrije.
Ciljevi
Ucˇenici c´e:
• prepoznati i razumjeti razlicˇite geometrije i njima pridruzˇene matematicˇke sustave,
te apstraktno razmisˇljati i rjesˇavati jednostavne probleme u novim apstraktnim situ-
acijama
69
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Ishodi ucˇenja – Matematicˇki koncepti
Ucˇenici c´e:
• razlikovati nacˇine odredivanja udaljenosti u euklidskoj i taxicab geometriji
• racˇunati i usporediti udaljenosti izmedu tocˇaka u euklidskoj i taxicab geometriji
• izvesti jednadzˇbu kruzˇnice u taxicab geometriji sa zadanim sredisˇtem i polumjerom
te je nacrtati
Ishodi ucˇenja – Matematicˇki procesi
Ucˇenici c´e:
• uspostaviti i razumjeti veze i odnose medu matematicˇkim idejama, objektima i poj-
movima u euklidskoj i taxicab geometriji
• primjenjivati analogiju, generalizaciju i specijalizaciju za uvodenje pojmova i obraz-
laganje rezultata u taxicab geometriji
• istrazˇivati i analizirati matematicˇke ideje i eksperimentirati s njima pomoc´u pro-
grama dinamicˇne geometrije
• izraziti ideje i rezultate jasnim i preciznim matematicˇkim jezikom, razmijeniti ih s
drugim ucˇenicima te sucˇeliti misˇljenja i stavove
Potreban materijal: Nastavni listic´, kalkulator.
Aktivnost 1: Taxicab geometrija - t-udaljenosti
Tijek aktivnosti: Ucˇenici su u grupama po troje do cˇetvero. Potrebno im je objasniti
da c´e proucˇavati drukcˇiji geometrijski sustav koji se zove Taxicab geometrija. Motivirati
ih uvodenjem u tu geometriju i definiciju taxicab udaljenosti. Nakon toga potrebno je
provjeriti razumijevanje te definicije kroz prvo pitanje. A potom uz nastavnikovo vodenje
ucˇenici bi trebali rijesˇiti i ostatak aktivnosti u svojim grupama. Nakon sˇto su gotovi, svaka
grupa bi trebala iznijeti svoje rezultate, a potom treba rezultate objediniti.
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Aktivnost:
Pretpostavimo da imamo definiranu geometriju za cˇije predocˇavanje koristimo koordinatni
sustav u ravnini. Zamislimo grad cˇije su ulice mrezˇa koordinatnog sustava i to su jedini
putevi koji se mogu prelaziti, kao na slici. Da bismo dosˇli iz tocˇke A u tocˇku B, npr. taksi
nas mozˇe odvesti jednim od dva puta ucrtanim na slikama.
U taxicab geometriji definiramo udaljenost izmedu dviju tocˇaka kao najmanji broj hori-
zontalnih ili vertikalnih jedinica izmedu tih tocˇaka.
1. Kolika je taxicab udaljenost izmedu dviju tocˇaka na gornjoj slici?
S obzirom da slike prikazuju dva razlicˇita puta izmedu istih zadanih tocˇaka, ucˇenici
bi trebali zakljucˇiti da oba puta izmedu tih tocˇaka daju taxicab udaljenost 6.
2. Imajuc´i na umu da taksi ne mozˇe voziti dijagonalno (kroz zgrade), postoji li josˇ
neki put cˇija je duljina jednaka prethodnoj izmedu tocˇaka A i B?
Postoji nekoliko takvih puteva. Grupe mogu ucrtati te putove kako bi laksˇe izbrojili
koliko ih ima. Ocˇekujemo da c´e se ucˇenici osloniti na logicˇko razmisˇljanje te nec´e
birati bilo koje puteve.
3. Postoje li neki dulji ili krac´i putevi?
Ocˇekujemo da c´e ucˇenici primjetiti da krac´i putevi ne postoje, no da ima duljih pu-
teva.
4. U taxicab geometriji, udaljenost izmedu dviju tocˇaka A(x1, y1) i B(x2, y2) mozˇemo
izracˇunati a da ne brojimo jedinice u koordinatnom sustavu. Objasnite kako
biste to izracˇunali. Provjerite svoju metodu na 1. zadatku.
Ucˇenici bi trebali objasniti svoju metodu opisno rijecˇima, ali i simbolicˇki. Jednos-
tavan odgovor mozˇe biti: Pronac´i apsolutnu razliku x-koordinata te y-koordinata, a
zatim ih zbrojiti.
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|AB| = |x2 − x1| + |y2 − y1|
= |4 − 1| + |4 − 1|
= |3| + |3|
= 6
(6.1)
5. Objasnite kako biste izracˇunali udaljenost izmedu tocˇaka A(x1, y1) i B(x2, y2) u
euklidskoj geometriji. Koristec´i tu metodu izracˇunajte euklidsku udaljenost
izmedu tocˇaka A i B u 1. zadatku.
Ucˇenici bi trebali objasniti svoju metodu opisno rijecˇima, ali i simbolicˇki. Mozˇe se
koristiti formula za udaljenost dviju tocˇaka ili Pitagorin teorem (mozˇemo napraviti i
poveznicu izmedu ta dva nacˇina). Odgovor je:
|AB| =
√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2
=
√
(4 − 1)2 + (4 − 1)2
=
√
32 + 32
=
√
18 ≈ 4.24
(6.2)
6. Sˇto mozˇete zakljucˇiti o taxicab i euklidskoj udaljenosti na temelju prethodna
dva zadatka?
U ovom slucˇaju euklidska udaljenost je manja od taxicab udaljenosti.
7. Vrijedi li uvijek opazˇanje iz prethodnog zadatka? Zasˇto?
Da, osim kad su tocˇke smjesˇtene horizontalno ili vertikalno jedna do druge. Tada su
euklidska i taxicab udaljenost jednake.
8. Upisˇite koordinate tocˇaka sa donje slike u tablicu te izracˇunajte euklidsku i
taxicab udaljenost.
Euklidska udaljenost Taxicab udaljenost
A(3, 2)D(−2, 2) 5 5
A(3, 2)E(1, 3)
√
5 ≈ 2.24 3
B(2,−1)D(−2, 2) 5 7
B(2,−1)E(1, 3) √17 ≈ 4.12 5
C(−2,−2)D(−2, 2) 4 4
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9. Sˇto zakljucˇujete o odnosu dviju tocˇaka kad je euklidska udaljenost manja od
taxicab udaljenosti?
Odgovori mogu biti razlicˇiti, no ocˇekujemo odgovor poput: Ako je euklidska udalje-
nost manja od taxicab udaljenosti tada su x-koordinate tocˇaka razlicˇite te y-koordinate
tih tocˇaka razlicˇite.
10. Sˇto zakljucˇujete o odnosu dviju tocˇaka kad je euklidska udaljenost jednaka
taxicab udaljenosti?
Odgovori se mogu razlikovati. Ocˇekujemo odgovor: Ako je euklidska udaljenost
jednaka taxicab udaljenosti tada su x-koordinate tocˇaka jednake ili y-koordinate to-
cˇaka jednake.
11. Dokazˇite da zakljucˇci iz prethodna dva pitanja uvijek vrijede.
Taxicab udaljenost vec´a je ili jednaka euklidskoj udaljenosti. Dokaz se mozˇe te-
meljiti na nejednakosti trokuta ili cˇinjenici da je najkrac´a udaljenost izmedu dviju
tocˇaka ravna linija ili jednostavno dokazujuc´i da je formula za euklidsku udaljenost
manja ili jednaka formuli za taxicab udaljenost.
Ucˇenici c´e razmisˇljati na sljedec´i nacˇin:
√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 ≤ |x2 − x1| + |y2 − y1|√
a2 + b2 ≤ |a| + |b|(√
a2 + b2
)2 ≤ (|a| + |b|)2
a2 + b2 = a2 + 2|ab| + b2
0 ≤ 2|ab|.
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Potrebno je objasniti ucˇenicima razliku izmedu analize i sinteze kod dokazivanja.
Treba im objasniti kako je dio koji su oni napravili zapravo analiza te to sˇto su dobili
je istinita tvrdnja od koje treba krenuti dokaz kako bi dobili trazˇeno:
0 ≤ 2|ab|
a2 + b2 = a2 + 2|ab| + b2(√
a2 + b2
)2 ≤ (|a| + |b|)2
√
a2 + b2 ≤ |a| + |b|
odnosno, koordinatno zapisano:
√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 ≤ |x2 − x1| + |y2 − y1|.
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Aktivnost 2: Kruzˇnice u taxicab geometriji
Tijek aktivnosti: Krenemo usmeno s pitanjima: Sˇto je kruzˇnica, polumjer kruzˇnice, pro-
mjer kruzˇnice (u euklidskoj geometriji)? Ukratko se prisjetimo taxicab geometrije s pret-
hodne aktivnosti te ustanovimo definicije prethodno navedenih pojmova u toj geometriji.
Nakon toga podijelimo nastavne listic´e grupama koje se sastoje po troje ili cˇetvero ucˇenika.
Aktivnost:
U euklidskoj geometriji kruzˇnica je definirana kao skup svih tocˇaka u ravnini jednako
udaljenih od zadane tocˇke (sredisˇta). Radijus (polumjer) kruzˇnice je duzˇina koja spaja
sredisˇte s bilo kojom tocˇkom kruzˇnice. Dijametar (promjer) je duzˇina koja prolazi sredi-
sˇtem kruzˇnice i spaja neke dvije tocˇke kruzˇnice. Jednadzˇba kruzˇnice, u euklidskoj geome-
triji, radijusa r sa sredisˇtem u tocˇki (p, q) je
(x − p)2 + (y − q)2 = r2.
Tu formulu dobivamo iz formule za udaljenost.
U taxicab geometriji vrijede iste definicije za pojmove kruzˇnice, sredisˇta, radijusa i pro-
mjera. Jedina razlika je formula za udaljenost. Stoga taxicab kruzˇnice izgledaju drugacˇije
no u euklidskoj geometriji.
1. T-kruzˇnica sa sredisˇtem u (0, 0) i polumjera 2 skup je svih tocˇaka cˇija t-uda-
ljenost do sredisˇta iznosi 2. Izvedite jednadzˇbu za tu t-kruzˇnicu, a zatim je
nacrtajte.
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Kakav je oblik t-kruzˇnice? Sˇto mislite, imaju li sve t-kruzˇnice takav oblik?
Trazˇimo sve tocˇke (x, y) cˇija udaljenost do tocˇke (0, 0) iznosi 2. Uvrsˇtavajuc´i te
podatke u formulu za t-udaljenost dobivamo:
|x − 0| + |y − 0| = 2.
Time smo dobili da je jednadzˇba t-kruzˇnice: |x| + |y| = 2, a takvu jednadzˇbu ucˇenici
znaju rijesˇiti.
Postoje cˇetiri slucˇaja:
a) x > 0, y > 0⇒ x + y = 2
b) x > 0, y < 0⇒ x − y = 2
c) x < 0, y > 0⇒ −x + y = 2
d) x < 0, y < 0⇒ −x − y = 2.
Tocˇke presjeka ovih pravaca su: (2, 0), (0, 2), (−2, 0), (0,−2).
T-kruzˇnica ima oblik kvadrata. Sve t-kruzˇnice su oblika kvadrata.
2. U istoj mrezˇi nacrtajte t-kruzˇnicu sa sredisˇtem u (3, 0) radijusa 3.
Ucˇenici rjesˇavaju ovaj zadatak analogno prethodnom. Uvrsˇtavajuc´i zadane podatke
u jednadzˇbu za t-udaljenost moraju rijesˇiti:
|x − 3| + |y − 0| = 3.
3. Kako biste napisali opc´u jednadzˇbu t-kruzˇnice sa sredisˇtem u tocˇki (p, q) i po-
lumjera r?
Analogno kao i prije, ucˇenici dobivaju opc´u jednadzˇbu:
|x − p| + |x − q| = r.
4. Pronadite koordinate sjecisˇta t-kruzˇnica iz prva dva zadatka.
Dva su sjecisˇta i njihove koordinate su (1, 1) i (1,−1).
5. U koliko tocˇaka se sijeku kruzˇnice u euklidskoj geometriji? Predocˇite crtezˇom.
Kruzˇnice se sijeku u 0, 1, 2 ili beskonacˇno mnogo tocˇaka.
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6. Nacrtajte bilo koje dvije t-kruzˇnice tako da imaju tocˇno jednu zajednicˇku tocˇku.
Npr.
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7. Nacrtajte dvije razlicˇite t-kruzˇnice tako da imaju beskonacˇno mnogo zajedni-
cˇkih tocˇaka.
Npr.
8. Kako racˇunamo opseg kruzˇnice u euklidskoj geometriji? Kako definiramo kon-
stantu pi?
U euklidskoj geometriji koristimo formulu oe = 2rpi. Stoga definiramo
pi =
oe
2r
=
opseg
prom jer
≈ 3.14.
9. Kako biste izracˇunali opseg kruzˇnice u taxicab geometriji?
Ucˇenici bi mogli primjetiti da kruzˇnica ima oblik kvadrata te racˇunati opseg po for-
muli za opseg kvadrata, pri cˇemu je duljina stranice jednaka promjeru kruzˇnice, tj.
ot = 4 · 2r. Ili mogu racˇunati t-udaljenosti izmedu svih sjecisˇta jednadzˇbi pravaca,
koje dobiju iz jednadzˇbe s apsolutnim vrijednostima, pa ih zbrojiti.
10. Koliko iznosi pi u taxicab geometriji?
Ucˇenici mogu nacrtati proizvoljnu kruzˇnicu, izracˇunati njen opseg i podijeliti ga pro-
mjerom te kruzˇnice. Npr. za kruzˇnicu sa sredisˇtem u (0, 0) polumjera 2:
ot = 4 · 4 = 16 i 2r = 4
pit =
ot
2r
=
16
4
= 4
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6.2 Nastavni listic´i
Aktivnost 1: Taxicab geometrija - t-udaljenosti
Pretpostavimo da imamo definiranu geometriju za cˇije predocˇavanje koristimo koordinatni
sustav u ravnini. Zamislimo grad cˇije su ulice mrezˇa koordinatnog sustava i to su jedini
putevi koji se mogu prelaziti, kao na slici. Da bismo dosˇli iz tocˇke A u tocˇku B, npr. taksi
nas mozˇe odvesti jednim od dva puta ucrtanim na slikama.
U taxicab geometriji definiramo udaljenost izmedu dviju tocˇaka kao najmanji broj hori-
zontalnih ili vertikalnih jedinica izmedu tih tocˇaka.
1. Kolika je taxicab udaljenost izmedu dviju tocˇaka na gornjoj slici?
2. Imajuc´i na umu da taksi ne mozˇe voziti dijagonalno (kroz zgrade), postoji li josˇ neki
put cˇija je duljina jednaka prethodnoj izmedu tocˇaka A i B?
3. Postoje li neki dulji ili krac´i putevi?
4. U taxicab geometriji, udaljenost izmedu dviju tocˇaka A(x1, y1) i B(x2, y2) mozˇemo
izracˇunati a da ne brojimo jedinice u koordinatnom sustavu. Objasnite kako biste to
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izracˇunali. Provjerite svoju metodu na 1. zadatku.
5. Objasnite kako biste izracˇunali udaljenost izmedu tocˇaka A(x1, y1) i B(x2, y2) u euk-
lidskoj geometriji. Koristec´i tu metodu izracˇunajte euklidsku udaljenost izmedu
tocˇaka A i B u 1. zadatku.
6. Sˇto mozˇete zakljucˇiti o taxicab i euklidskoj udaljenosti na temelju prethodna dva
zadatka?
7. Vrijedi li uvijek opazˇanje iz prethodnog zadatka? Zasˇto?
8. Upisˇite koordinate tocˇaka sa donje slike u tablicu te izracˇunajte euklidsku i taxicab
udaljenost.
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Euklidska udaljenost Taxicab udaljenost
A( , )D( , )
A( , )E( , )
B( , )D( , )
B( , )E( , )
C( , )D( , )
9. Sˇto zakljucˇujete o odnosu dviju tocˇaka kad je euklidska udaljenost manja od taxicab
udaljenosti?
10. Sˇto zakljucˇujete o odnosu dviju tocˇaka kad je euklidska udaljenost jednaka taxicab
udaljenosti?
11. Dokazˇite da zakljucˇci iz prethodna dva pitanja uvijek vrijede.
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Aktivnost 2: Kruzˇnice u taxicab geometriji
Aktivnost:
U euklidskoj geometriji kruzˇnica je definirana kao skup svih tocˇaka u ravnini jednako
udaljenih od zadane tocˇke (sredisˇta). Radijus (polumjer) kruzˇnice je duzˇina koja spaja
sredisˇte s bilo kojom tocˇkom kruzˇnice. Dijametar (promjer) je duzˇina koja prolazi sredi-
sˇtem kruzˇnice i spaja neke dvije tocˇke kruzˇnice. Jednadzˇba kruzˇnice, u euklidskoj geome-
triji, radijusa r sa sredisˇtem u tocˇki (p, q) je
(x − p)2 + (y − q)2 = r2.
Tu formulu dobivamo iz formule za udaljenost.
U taxicab geometriji vrijede iste definicije za pojmove kruzˇnice, sredisˇta, radijusa i pro-
mjera. Jedina razlika je formula za udaljenost. Stoga taxicab kruzˇnice izgledaju drugacˇije
no u euklidskoj geometriji.
1. T-kruzˇnica sa sredisˇtem u (0, 0) i polumjera 2 skup je svih tocˇaka cˇija t-uda-
ljenost do sredisˇta iznosi 2. Izvedite jednadzˇbu za tu t-kruzˇnicu, a zatim je
nacrtajte.
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Kakav je oblik t-kruzˇnice? Sˇto mislite, imaju li sve t-kruzˇnice takav oblik?
2. U istoj mrezˇi nacrtajte t-kruzˇnicu sa sredisˇtem u (3, 0) radijusa 3.
3. Kako biste napisali opc´u jednadzˇbu t-kruzˇnice sa sredisˇtem u tocˇki (p, q) i po-
lumjera r?
4. Pronadite koordinate sjecisˇta t-kruzˇnica iz prva dva zadatka.
5. U koliko tocˇaka se sijeku kruzˇnice u euklidskoj geometriji? Predocˇite crtezˇom.
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6. Nacrtajte bilo koje dvije t-kruzˇnice tako da imaju tocˇno jednu zajednicˇku tocˇku.
7. Nacrtajte dvije razlicˇite t-kruzˇnice tako da imaju beskonacˇno mnogo zajedni-
cˇkih tocˇaka.
8. Kako racˇunamo opseg kruzˇnice u euklidskoj geometriji? Kako definiramo kon-
stantu pi?
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9. Kako biste izracˇunali opseg kruzˇnice u taxicab geometriji?
10. Koliko iznosi pi u taxicab geometriji?
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Sazˇetak
U ovom diplomskom radu proucˇavamo taxicab geometriju kao jednu od neeuklidskih
geometrija. Ta geometrija ima veoma kratku povijest koju smo izlozˇili u prvom poglavlju
zajedno sa nekoliko rijesˇenih zadataka koji ukazuju na njezinu jednostavnost, ali i moguc´e
primjene.
U sljedec´im poglavljima podsjec´amo cˇitatelja na definiciju metrike te uvodimo os-
novne objekte kao sˇto su krug, elipsa, hiperbola i parabola. U radu su prikazani njihovi
oblici u taxicab ravnini i izvedene njihove jednadzˇbe. No definicija parabole namec´e pi-
tanje kako mjeriti udaljenost od tocˇke do pravca. Odgovor na to pitanje dan je u obliku
teorema koji govori o dva razlicˇita slucˇaja za najkrac´u udaljenost te smo isti i dokazali.
Nakon toga smo proucˇili t-analogon simetrale duzˇine koji se u taxicab geometriji javlja
cˇak u cˇetiri razlicˇita oblika.
Dalje nastavljamo sa proucˇavanjem t-kutova i njihove mjere koja ovisi o polozˇaju kuta.
Takoder pokazujemo i diobu kuta koristec´i samo taxicab konstrukcije.
Prije samog kraja malo detaljnije se osvrc´emo na t-konike iznosec´i njihove opc´e jednadzˇbe
te detaljnu klasifikaciju.
S obzirom da je ovaj rad nastao u svrhu zavrsˇetka nastavnicˇkog smjera diplomskog
studija matematike, zadnje poglavlje posvec´eno je priblizˇavanju osnovnih sadrzˇaja taxicab
geometrije ucˇenicima srednjih sˇkola.
Summary
In this graduate thesis we study Taxicab geometry as one of non-Euclidean geometry.
In the first chapter we expose short history of this geometry along with few solved problems
which indicate it’s simplicity and possible applications.
In next chapters we remind a reader on definition of metric of this geometry and
we introduce the basic objects like circle, ellipse, hyperbola and parabola. We analyse
their shapes in taxicab geometry and we obtain their equations. But definition of parabola
impose the question how to measure the distance from a point to a line. The answer to this
question is given in proved theorem that tells us about two different cases for the shortest
path. Then we study bisector t-analogue which in taxicab geometry has even four forms.
Afterwards we continue with studying t-angles and their measures which depend on posi-
tion of angle. We also analyse sectioning of an angle using only taxicab constructs.
Before the end we look back to get some more information about t-conics giving their
general equations as well as detailed classification.
Considering that this thesis was created for the purpose of finishing graduate program
in mathematics education, last chapter is dedicated to implementing the basics of taxicab
geometry for the students in high school.
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